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Kurs wstepny — wersja zaawansowana
Materialy dla prowadzacych przygotowal Piotr Stachura

Uwagi ogdélne: Zadania oznaczone () w zasadzie powinny by¢ oczywiste i jako takie winny by¢ oméwione
pobieznie lub pominiete. Uczestnikom, ktérym sprawiaja problemy, nalezy zadaé je jako zadanie domowe
lub delikatnie zasugerowaé zmiane poziomu na podstawowy.

Pozadane jest branie studentéw do tablicy i nawet (delikatne) przymuszanie opierajacych sie. Stanowcza
odmowa pdjscia do tablicy winna by¢ uszanowana. Generalnie staramy sie unika¢ “wzorow”.

Przed rozpoczeciem zajeé warto zajrze¢ na strone CKE http://www.cke.edu.pl i zapoznaé si¢ z aktualnymi
wymaganiami programowyimi.

1. ZAJECIA 1, 2

Minima programowe: Nieréwnosci wymierne z wartoscig bezwzgledng przekraczaja juz poziom rozszerzony.
Wzory skréconego mnozenia do rzedu 3 wchodzg do poziomu podstawowego, ponadto juz na poziomie
podstawowym wuczeri postuguje sie pierwiastkami dowolnych stopni. Rownania i nieréwnosci kwadratowe —
poziom podstawowy; wzory Viete’a i réwnania z parametrem — rozszerzony.

Cel: Podniesienie sprawno$ci rachunkowej, przeksztalcanie wyrazen, elementarne dowody, wlasnosci wartosci
bezwzglednej. Przyblizenie koncepcji liczb niewymiernych. Przypomnienie rownania kwadratowego, wzorow
Viete’a, dyskusja rownania z parametrem.

1.1. Wyrazenia algebraiczne.
(1) Oméwié: (a +b)?, (a+b)3, (a +b)*, (a —b)? = (a + (=b))?, a® = b> = (a + b)(a —b), a® + b> =
(a+b)(a®—ab+b?), a®—b> = a®+(—b)? i dwumian Newtona. (mozna wykorzystaé¢ do zdefiniowania
silnii i symbolu Newtona—uwaga: nie ma w szkole)

PRy N b—c b3 —c3 ¢ 14c) . c(l+c)-d
2) (%) Uprosci¢ wyrazenie: et e® Pa—ac? (1 tre— ) e

(2)

(3) Wykazaé, ze a) a,b>0 = 2 >Vab, b) a,b>0 = (L +$)(a+b) >4

(4) Wykazaé, ze a® + b + ¢* > ab + ac + be

(5) Wykazaé, ze jezeli x +y = 1, to x4+y42%.

(6) Wykazaé, ze jezeli 2% + pr+q=0,dlaxz =a,b,c,a#b,b#c,c#b, toa+b+c=0.

1.2. Warto$é bezwzgledna.

1)

2) Narysowaé wykresy funkcji f(x) :=x — |z|, f(z) := |z — 1] — ||

3) Rozwigzaé¢ nieréwnosé: |x + 3| > |2z — 1|

4) Wykazaé, ze |z + y| < |z| + |y| (—|z| — |y| < —|z| <z <|z| < |z| + |y| i tak samo dla y, dodajemy
stronami); wobec tego |z —y| < |z — z| + |z — y|.

(5) Rozwigzaé nieréwnosé: /(5 + 3)2 > 12 (czyli Va2 = |z a nie z).

1.3. Liczby niewymierne.

Rozwigzaé nieréwnosci: ’i—_},” >1; |z — 1| > |z — 3.

(
(
(
(

(1) Wykazaé, ze nie istnieje najwieksza liczba wymierna, ktérej kwadrat jest nie wiekszy niz 27

(2) Dlaczego mamy “uwierzy¢” w liczby niewymierne: a) dlugosé odcinka jest liczbg i b) tw. Pitagorasa,
zatem istnieje liczba p taka, ze p? = 2.

(3) Wykazaé, ze /2 jest liczba niewymierng, tzn. nie istnieja liczby calkowite dodatnie m,n takie, ze

(Z)2 =2

n
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4) To samo dla V31 /6.
5) Skonstruowaé odcinki o dhugoéci v/2, V3, V5, V6, itp.
6) Czy istnieja p,q,r € Q speliajace réwnanie: p + ¢v/3 = /2.

(

(

(

E?) (%) Uprosci¢ wyrazenia: 11\\//33_—\4[\7ﬁ - b{%ﬁ:/?, 2%:%3 — 2\/‘/55__\\//55
(

1

1

Wykazaé, ze miedzy dwiema liczbami niewymiernymi p < q istnieje liczba niewymierna.

Wykazaé, ze miedzy dwiema liczbami niewymiernymi p < ¢ istnieje liczba wymierna.

Wykazaé, ze miedzy dwiema liczbami wymiernymi p < ¢ istnieje liczba niewymierna.

Wykazaé, ze dla p, q € Q istniejg p1,q1 € Q takie, ze (p + ¢v/3)(p1 + 1V3) = 1.

) Wykazaé, ze /22 + 3 jest niewymierne, jesli = jest niewymierne.

13) Wykazaé, ze ¥/9 + /3 + 1 jest niewymierne. Zapisa¢ ulamek m w postaci av/9 + bv/3 +
c,a,b,ceQ.

(14) Czy istnieja liczby wymierne p, ¢ takie, ze (V3 +1)(pv/3 +q) =17

1.4. Réwnanie kwadratowe.

(1) (¥) Rozwigzaé réwnania kwadratowe (bez liczenia delty!): 22 = 9, (z +2)2 = 9, (x + b)? = 2,

24+ 22 =238

(2) Wyprowadzi¢ wzory na pierwiastki réwnania kwadratowego i wzory Viete'a.

(3) Rozwigzaé réwnania: = + vz — 1 —3 =0, 2* — 1022 4+ 9 = 0.

(4) Rozwigzaé réwnanie: x + v4x? + 1 = 0. (Uwaga: notorycznie studentom wychodza 2 rozwigzania,
podkreslié, ze réwnanie podniesione do kwadratu ma na ogét wiecej rozwigzan niz pierwotne)

(5) Rozwigzaé réwnania 22 + 2|z| —3 =0, 22 + 5|z| + 6 = 0, 22 — 5|z| + 6 = 0. (I sposéb “tradycyjny
szkolny” — zalozenia o = i dwa réwnania kwadratowe z warunkiem na z; II sposéb z? = |z|? i mamy
réwnanie kwadratowe na |z|); podkreslié¢, ze nie sq to réwnania kwadratowe na x.

(6) Dla jakich p € R réwnanie 422 — px +p = 0 ma jedno rozwigzanie? Znalezé¢ rozwigzania w tych
przypadkach.

(7) Dla jakiego p € R dwa rézne pierwiastki réwnania x2 +2px +p? — 1 = 0 naleza do przedziatu | —2, 4[?

(8) Rozwigzaé¢ uktad réwnan: z2 + 4% + 2 — 2y =23, 42+ 3y +1 = 0.

(9) Dane sg dwa réwnania kwadratowe: x2+pr+q = 0, 22+maz+n = 0 Wykazaé, ze jezeli mp = 2(n+q),
to przynajmniej jedno z réwnan ma rozwigzanie.
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2. ZAJECIA 3

Minima programowe: Rozklad na czynniki pierwsze i NWD to poziom rozszerzony.
Cel: Zwrécenie uwagi na whasnosci i konsekwencje dzielenia z reszta (przyda sie przy wielomianach).

Cwiczenie dowodzenia.

2.1. Dzielenie z reszta.

(1) Wykazaé, ze jezeli r1 (rq) jest reszty z dzielenia m; (mg) przez n, to to reszta z dzielenia mj + mg i
m1me przez n jest taka sama jak reszta z dzielenia ri + 79 i r17ro przez n.

(2) () Jaks reszte z dzielenia przez 5 daje liczba 1234549876 + 3249748549475343 ?

(3) Jaka reszte z dzielenia przez 11 daje liczba 523 (np. 523 = 25 x (5%)7)

(4) (%) Udowodnié¢ ceche podzielnosci przez 3 1 9.

(5) Jaka jest najmniejsza, dodatnia liczba postaci: 17p + 31r, 32p + 46r p,r € Z 7 (np 2-17 — 31 =
3,5-17-2.31=23,8-3-23=1,46—-32=14,32—-2-14 =4, 14 — 3-4 = 2 i mniej by¢ nie
moze).

(6) Niech m,n € N oraz kg bedzie najmniejszg, dodatnig liczba sposréd liczb postaci pm +gn, p,q € Z.
Wykazaé, ze 1) n i m dzielg sie bez reszty przez ko; (bo inaczej n = rko + k1, 0 < k1 < ko oraz
rpon + rgom = rkg = n — ki, co jest niemozliwe) oraz 2) jezeli ki jest dzielnikiem n i m to kp jest
dzielnikiem ko. (Innymi stowy kg = NWD(m,n))

(7) Tle jest liczb naturalnych mniejszych od 1000, ktére przy dzieleniu prez 10 dajg reszte 8, przy dzieleniu

przez 15 - reszte 14, a przy dzieleniu przez 21 - reszte 20.
) Wykazaé, ze dla n € N n3 — n jest podzielne przez 6. (bez indukcji)
) (%) Rozlozy¢ na czynniki pierwsze: 2535, 146072, 68921.
) (%) Znalezé (bez algorytmu Euklidesa): NW D(1183,845), NW D(910, 561).
) Algorytm Euklidesa dla NW D.
)

dzieli n), to p jest pierwsza. I odwrotnie, wszystkie liczby pierwsze maja te wlasnosé.

(13) Sprawdzi¢, ze dodawanie i mnozenie “modulo 3” w zbiorze {0,1,2} maja te same wilasnosci, co
dodawanie i mnozenie (innymi stowy sprawdzi¢ aksjomaty ciata dla Zs, oczywiscie raczej unikaé tego
stowa).

(14) Rozwiniecia dziesietne. Ktére z utamkéw dadzg sie zapisaé¢ w postaci utamka(skoniczonego) dziesietnego:
33 2 13 123
165 7> 512 256

2.2. Indukcja i rachunek zdan.
(1) Ktore z ponizszych zdan sg zdaniami w sensie logiki: a) Czy widzisz ten dom? ; b) Nie pij tej wody!;
c¢) x jest liczbg catkowita; d) Jezeli x jest liczba catkowity, to moze by¢ mniejszy od zera i wiekszy
od —1; e) Istnieje liczba z taka, ze 2 + z = 2.
(2) Podstawowe operacje na zdaniach: zaprzeczenie, alternatywa, koniunkcja, implikacja, tabelki.
(3) Prawa de Morgana, zaprzeczenie implikacji, tautologie.
(4) (pVg)Ar = pArVgAr —“prawo rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania” ale réwniez (pAq)Vr =
(pVr)A(gVr).
(5) Ktore z ponizszych zdan sg tautologiami: a) (p Aq) = ¢, b) (pVq) = ¢q,¢) (p = q) Ap) = q, d)
(m(pA—q) <= (-pAq).
6) Wykazaé, ze dla n € N prawdziwa jest réwno$é: 1 +2+3+---+n = ”("TH)
) Wykazaé, ze dla n € N n® — n jest podzielne przez 6.
) Wykazaé, zedlaxz > —-1ineN (1+2z)" > 1+ na.
) Wykazaé¢ wzor na dwumian Newtona.

(

(7
(8
(9
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3. ZAJECIA 4

Minima programowe: Funkcja liniowa i kwadratowa to poziom podstawowy. Wzory Viete’a, réwnania z
parametrem — poziom rozszerzony. Przesuwanie wykresu — podstawowy, pozostate manipulacje — rozszerzony.
Cel: Przypomnienie i uporzgdkowanie wiadomosci, biegtos¢ rachunkowa.

3.1. Funkcja liniowa.

(1) Wykazaé, ze znajomo$¢ wartosci w dwéch punktach catkowicie okresla funkcje liniows.

(2) Uzasadnié, dlaczego wykres funkcji f(x) := ax + b jest linig prosts.

(3) Rozwigza¢ uklad réwnan: a) 2y+3z+1=0,3y+2z—-1=0,b)2y+32+1=0,y+ 3z+3 =0,
c)2y+3==x,2zx—6=4y.

(4) Przedyskutowaé rozwigzanie ukltadu réwnan w zaleznosci od a, b, ¢, d, e, f: ax +by = e,cx +dy = f.
(czyli wyznacznik dla macierzy 2 x 2; oczywiscie nie liczymy wyznacznika ale dodajemy stronami
tak, aby wyszedl warunek na istnienie rozwigzan)ie dwie grupy turystéw.

(5) Miejscowosci A i B sg oddalone o s kilometréw. Z A do B wyruszajg jednocze$nie dwie grupy.
Pierwsza idzie poczatkowo pieszo z predkoscig v, druga porusza sie autobusem z predkoscia u. Po
pewnym czasie wysiada z autobusu i kontynuuje marsz z predkoscig v. Autobus zawraca, zabbiera
pierwsza grupe i wiezie jg do B. Do miejscowosci B obie grupy przybywajg jednoczesnie. Obliczy¢
czas podrézy.

3.2. Funkcja kwadratowa, manipulacje wykresem.

(1) Niech f(z) := 2%. Narysowaé wykres i podaé¢ wzor funkcji f(x+2), f(z)+4, f(—z+2), |f(z—2)—4|.

(2) Korzystajac z wykresu f(x) := 22, narysowaé wykres g(z) := 2> — x + 4.

(3) (%) Podaé¢ wzér funkcji kwadratowej f speliajacej warunki: a) f(1) = f(5) =0; b) f(1) = f(5); c)
F) =1, f(5) = 5.

(4) Wykazaé, ze wykres funkcji f(x) := az® +bx +c, a # 0 jest symetryczny wzgledem prostej z = —%.

(5) Dlajakiego z € [0, 2] funkcja f(z) := m przyjmuje warto$¢ najwieksza, a dla jakiego najmniejsza?

(6) Rolnik ma 100m siatki, ktdérg zamierza ogrodzi¢ prostokatny kawalek lgki. Dzialka przylega do
rzeki, w ten sposob jeden z bokéw nie wymaga ogrodzenia. Poda¢ wymiary ogrodzonego kawatka o
najwiekszej powierzchni.
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4. ZAJECIA 5

Minima programowe: Dzielenie wielomianu przez (z — a) to poziom rozszerzony.
Cel: Rozwigzywanie réwnan i nieréwnosci wyzszych stopni, tw. Bezouta, jako$ciowy charakter wykreséw
funkcji wielomianowych. Pojecie zlozenia funkcji. Wyznaczanie dziedziny zlozenia.

4.1. Funkcje wielomianowe.
(1) Wykazaé, ze wielomian W dzieli sie przez (x — a) wtedy i tylko wtedy, gdy W(a) = 0.
(2) Sprawdzié, ze —3 jest rozwigzaniem réwnania x3 — 2 —8x+12 = 0, znalezé pozostale pierwiastki tego
réwnania, rozwigzaé nieréwnoéé 23 — 22 — 8z + 12 < 0 (czyli dzielenie wielomianu przez jednomian).
3) Rozwiazaé réwnanie: 22° — 522 + 2 + 2 = 0 i nieréwnosé 223 — 522 + 2 +2 <0
4) Naszkicowaé wykresy funkcji 2%, (z +1)3 =23 + 322 + 30+ 1, 23 — 22, 23 + 22 — 2, 23 + 22
5) Naszkicowaé wykres funkcji f(z) := (z + 1)(z — 1)( 2)(:6 —3).
6) Czy istnieje liczba m, dla ktérej wielomian 1+ x + % i ¢ Jest podzielny przez (z — m)? ?

4.2. Zlozenia, dziedziny.
(1) Czy funkcje Va3 i (y/z)? sg sobie réwne. A funkcje ﬂi (\f)‘l ?
(2) (%) Wyznaczy¢ maksymalng dziedzine funkeji: f =z — |z -3, f(z):= %
(3) Wyznaczy¢ zlozenie funkeji f-gig- f dla f(z ) = ’”—ﬂ ig(x):= 2:”*1 (dmedzmy f, g maksymalne,
zwrocié uwage na dziedzine zlozenia, mniejszg niz maksymalna dmedzma wzoru).
(4) Niech g(x) := x — 5 oraz f(z) := 2? — 4. Rozwigzaé¢ nieréwnosé: g(f(x)) < f(g(x)).
(5) Wykazaé, ze zbiorem wartosci funkeji f(x) := % jest R\ {0}; wykazaé, ze f jest Scisle malejaca na
10, oo[; obrazem |0, zo] jest [%,oo[. Wykorzystaé¢ te wiadomosci (oraz manipulacje wykresem) do
naszkicowania wykresu f(z) := 1 oraz g(z) := 22l
(6) Czy istnieje funkcja g taka, ze g(f(x)) = x dla kazdego x z dziedziny f i f(g(x)) = x dla kazdego =
z dziedziny g, jezeli tak znalezé te funkcje; a) (%) f(x) =224+ 7,z € R, b) f(x) := ax +b,z R,
c) flz) =22, 2 € R, d) f(z) :=22,2>0,¢e) flz) =22, 2 <0, f)(x) f(z) =1, 2 7& 0, g)
fla) =2t g1
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5. ZAJECIA 6

Minima programowe: Potegi wymierne i logarytmy pojawiaja sie ma poziomie podstawowym. Zamiana
podstawy logarytmu to poziom rozszerzony.

Cel: Oswojenie z “naiwng” funkcja wykladnicza i logarytmiczng. ( Ponizej “log” oznacza logarytm dziesietny)
5.1. Potegi i logarytmy.

(27.

3
aaga.a , (%a0.25 + a0.75)2 _ a1.5(1 + a—0.5) ,a > 0
1

(1) (%) Uprosci¢ wyrazenia:
3 _1
(2) (%) Zapisa¢ w prostszej postaci: (0, 12573 - 0, 25_2) " 4 (8105 .972) 71
(3) Naszkicowaé wykresy funkcji: f(x) := 2%, f(x) := 211, f(z) := 277, f(x) := |1 — 277|.(Moze warto
zasygnalizowa¢ odmiennosé wyrazenia 2V2 od 23 i zadaé “prowokacyjne” pytanie ”Jak wlasciwie
obliczy¢ 2V2 7 7))

)

)

)

)

)

) Wyprowadzi¢ wzér na zamiane podstawy logarytmu: log, = = log, x log, b

) Naszkicowaé wykresy funkcji: f(z) := 2%, g(z) :=logy z, h(z) := log% x

) Czy funkcje f(z) :=loggz? i g(x) := 2logs = sg réwne? Naszkicowaé ich wykresy.
) Rozwigzaé réwnania: log(x — 3) — log(2 — 3z) = 1; log(54 — #2) = 3log z.

)
)
)
)

. ;2 .. log(2z—5) _ 1 x _
Rozwigzac¢ réwnania: —=5—> = 5, logg(3* —8) =2~z

Rozwigzaé¢ réwnanie: /2% = zV=.
Narysowa¢ zbidr rozwigzarn nieréwnosci: log, log, x > 0.
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6. ZAJECIA 7

Minima programowe: Na poziomie podstawowym jedynie funkcje kata ostrego. Wykresy, wzory na sume i
réznice oraz miara tukowa to poziom rozszerzony.

Cel: Przypomnienie i uporzgdkowanie podstawowwych fakow z geometrii plaskiej; poszerzenie wiedzy o
funkcjach trygonometrycznych.

6.1. Geometria plaska.

(1) Tw. Talesa, tréjkaty podobne.

(2) Czy istnieje wielokat, ktéry ma tyle bokéw, co przekatnych?

(3) Przeksztalcenia geometryczne: translacja, obrét, symetria osiowa i §rodkowa, jednoktadnosé (nie w
ukladzie wspéhrzednych).

(4) (%) Pola: wychodzac od wzoru na pole prostokata wyprowadzi¢ wzory na pole tréjkata prostokatnego
i dowolnego, rownolegtoboku, trapezu.

(5) Tw. cosinuséw (c? = a? + b? — 2abcosy); Tw. sinuséw.

(6) Okrag opisany na tréjkacie, okrag wpisany w tréjkat.

(7) Wykazaé, ze w trapezie rownoramiennym opisanym na okregu, wysoko$¢ prostopadia do bokdéw
réwnoleglych jest Srednig geometryczna tych bokéw.

6.2. Trygonometria.

(1) Obliczy¢ funkcje trygonometryczne dla katéw (w stopniach) 30, 45, 60.

(2) (x) Wiedza¢, ze sina = £, 0 < v < 90 (stopni) znalez¢ pozostale funkcje trygonometryczne kata cv.

(3) Funkcje trygonometryczne dowolnego kata (okrag jednostkowy, miara lukowa kata, itp); wykresy
sin, cos, tan, cot

(4) Wykresy: sin(z — 7), tan(z — m), cos(z — ), cos(5 — ). Oméwi¢ wlasnosci tych funkcji przy
przesunieciu argumentu o 3, T, 37”

(5) Wykresy i okresy sin(2z), tan(§).

(6) Wyprowadzi¢ wzory na sinus i cosinus sumy(réznicy). Korzystajac z nich, wzory na tangens i
cotangens sumy (réznicy).

(7) Korzystajac z wzoréw z poprzedniego zadania, wyprowadzi¢ wzory na sin av£sin  oraz cos a % cos f3.

(8) Narysowaé wykresy, podaé okresy f(z) = sin’xz, f(x) := | — 2sin(=3z + 1) + 1| — 6, g(x) =

tan(§ — 5) + 7.

) (%) Obliczy¢ wartosei funkeji trygonometrycznych dla katéw (w stopniach) 135,225,315, 420.
(10) (*) Sprawdzi¢ tozsamosci: sin® a+cos® a = 1—3 sin?(2a) ; cos(2z) cos z—sin(4z) sinz = cos(3xz) cos(2z).
(11)

(12) Rozwigzaé nieréwnosci: tan(4dx — 1) > %, cos(2z) > 1.
(13) Rozwiaza¢ réwnanie: logg, , 3 = —2.
(14)

cosa, 0 <a<g?

(15) Czy funkcja sin(x?) jest okresowa?

(16) Wzér sinz <z <tanz, 0 <z < 3.

(17) Niech n-kat foremny bedzie wpisany w kolo o promieniu . Znalezé stosunek pola n-kata do kwadratu
promienia oraz obwodu n-kata do promienia; to samo dla n-kata opisanego na kole.
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7. ZAJECIA 8, 9

Minima programowe: Réwnanie prostej, przeciecie prostych, réwnoleglosé i prostopadiosé, odlegltosé punktow,
réwnanie okregu — poziom podstawowy. Nieréwnoéci, odlegloé¢ punktu od prostej, koto — to poziom rozsz-
erzony.

Cel: Réwnanie prostej w postaci ogdlnej i parametrycznej, swoboda przechodzenia od jednej do drugiej

postaci, geometryczna interpretacja réwnania i nieréwnosci z dwiema niewiadomymi, proste prostopadie.
Réwnanie okregu, styczna, koto, stozkowe — ttumaczenie definicji geometrycznych na réwnania.

7.1. Prosta.

(1) (%) Wyznaczy¢ réwnanie prostej (w postaci y = ax + b) przechodzacej przez 2 dane punkty P; =
(172) , Py = (37 5)

(2) (x¥) Wyznaczy¢ réwnanie prostej przechodzacej przez dany punkt P = (4, 6) o zadanym wsp6lczynniku
kierunkowym a = 2.

(3) Wyznaczy¢ réwnanie prostej przechodzacej przez dany punkt P = (—1,1) i réwnolegtej do prostej
przechodzacej przez 2 punkty P; = (3,4), P, = (5,6).

(4) Napisa¢ w postaci parametrycznej rownanie prostej przechodzgcej przez 2 dane punkty (np z zadania
1).

(5) Przechodzenie od postaci parametrycznej do ax + b i odwrotnie: zapisz w postaci parametrycznej
prosta zadang rownaniem 2y — 6z + 7 = 0, zapisz w postaci réwnanie ay + bx + ¢ = 0 prosta zadang,

. T 2 -7
parametrycznie: < y ) = )\< 1 ) + ( 5 >

(6) Podaé¢ dwa opisy parametryczne prostej (z poprzedniego zadania) danej réwnaniem 2y — 6x + 7 = 0.

(7) Dla jakiej wartodci m € R wykresy funkcji f(z) := %5 — 1 oraz h(x) := —5-"— + m s réwnolegte.

m—4
(8) Znalez¢ i naszkicowaé zbiér punktéw (z,y), ktére spelniajg warunek: a) |2z —y| = 2|z| —y , b)
22 —y[ > 2| —y.
(9) Znalez¢ i naszkicowaé zbiér punktéw (z,y), ktére spetniajg uktad nieréwnosci: |y—z| <1, |z+3] < 1.
(10) Znalez¢ i naszkicowaé zbiér punktéw (x,y), ktére spetniajg warunek max{|z — 3|, |y — 1|} < 2.

7.2. Odleglosé, okrag, kolo, stozkowe.

(1) Odlegloéé punktéw na plaszezyznie, réwnanie okregu; napisa¢ réwnanie okregu o srodku w punkcie
(1,—2) i promieniu 6.

(2) Naszkicowaé¢ w ukladzie wspétrzednych rozwigzanie nieréwnosci: a) x? + y? — 2z + 4y > —1, b)
222 + 2y% — 22 + 4y < —1.

(3) Proste prostopadte: wyprowadzi¢ warunek na m,n, aby proste dane réwnaniami: y = mzx oraz
y = nx byly prostopadle (wybraé¢ dowolne punkty na kazdej z prostych i napisa¢ tw. Pitagorasa).

4) Znalezé odleglosé punktu P = (1,—1) od prostej o réwnaniu 4y — xz — 8 = 0.

) Napisaé¢ réwnanie symetralnej odcinka AB, A := (1,1), B = (2,4).

) Poda¢ réwnanie okregu przechodzacego przez punkty (7,1), (5,6) i (—2,4).

) Znalez¢ odleglosé prostych y = ax + b, y = ax.

) Obliczy¢ pole tréjkata utworzonego przez proste o réwnaniach: y =0,2y —z =11y + 4z = 8.

) Wykazaé, ze istnieje dokladnie 1 prosta majaca z okregiem (z —1)2+ (y —1)? = 2 doktadnie 1 punkt
wspdélny (0,0). Podaé jej réwnanie. Sprawdzié, ze jest ona prostopadla do promienia przechodzacego
przez (0,0),

(10) Podaé¢ réwnanie okregu przechodzacego przez punkty (3,0), (7, —2) i stycznego do osi OX.

(11) Niech zp > 0. Wykazaé, ze istnieje dokladnie 1 prosta o réwnaniu y = ax + b majaca z parabolg

y = x? doktadnie 1 punkt wspélny (xo,22). Znalezé te prosta.

(
(5
(6
(7
(8
(9
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(12) () Sprawdzi¢, ze odleglo$¢ punktu (z,2?) od punktu (0, 1) jest réwna odleglosci od prostej y = —1.

(13) Parabola: znalezé zbidr tych punktéw (z,vy), ktérych odleglosé od prostej y = 0 jest taka sama, jak
odlegto$¢ od punktu (0,p),p # 0.

(14) Elipsa: znalezé zbiér tych punktéw (z,y), ktérych suma odleglosci od punktéw (—c,0) i (¢, 0) jest
stala.

(15) Sprawdzié, ze réznica odleglodci punktu (z,1) od punktéw (v/2,v2) i (—v/2,—v/2) jest stala dla
x> 01idlax < 0. Znalez¢ warto$¢ tych stalych.

(16) Hiperbola: znalezé zbiér tych punktéw (z,y), ktérych réznica odleglosci od punktéw (—¢,0) i (¢, 0)
jest stala.
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8. ZAJECIA 10

Minima programowe: Wektory w R? nie pojawiaja sie w minimach programowych.

Cel: Operacje na wektorach, obliczanie dtugosci, przeciecie prostych, rownanie parametryczne prostej i
plaszezyzny w R3. W szkole wektory sg konsekwentnie oznaczane [a, b](nawias kwadratowy), nie wydaje sie,
aby nalezalo tej konwencji scidle przestrzegac.

8.1. Wektory w R3, iloczyn skalarny, dlugoéé wektora, iloczyn wektorowy.
(1) Dla jakich «, 8 wektory @ := (5,3, 3), b := (a + 1,11, —4) sg réwnolegle?

z 1 1 x
(2) Znalezé punkt przeciecia prostych zadanych parametrycznie: y | =1 |+r| 2 |, y | =
z 1 3 z
1 2
4 1 +s| 1
) 2

(3) Podaé parametryczny opis plaszczyzny rozpinanej przez proste z zadnia poprzedniego i podaé réwnanie
ja opisujace. Podaé¢ réwnania opisujgce proste z zadania poprzedniego.
(4) (¥) Niech @ := (1,2,3), b := (0,2,1) oraz ¢ := (1,1,1). Znalezé wektor @ — 2b + 3¢; obliczy¢ jego
dtugosé.
(5) Obliczyé¢ dtugosci bokéw tréjkata ABC dla AB := (1,1,1) i AC := (2,-1,0).
(6) (¥) Dane sg wektory @ := (1,—2), b:= (—1,5). Obliczyé: @-b, (a+ b)?.
(7) Wykazaé, ze punkty (—2,1), (3,4), (=5, 6) sa wierzchotkami tréjkata prostokatnego. Znalezé dhugosci
bokow i katy tego tréjkata.
(8) Sprawdzié¢, ze wektor b(a - ¢) — ¢(b- @) jest prostopadly do wektora a.
(9) Z punktu (1,2,1) wystawié¢ prosta prostopadly do plaszczyzny x + y + 2z = 5 (réwnanie prostej w
postaci parametrycznej, bez iloczynu wektorowego, metods “na piechote”)
(10) Podaé opis parametryczny plaszczyzny zadanej réwnaniem z + y + 2z = 5.
(11) Znalezé wektor prostopadly do wektoréw a := (1, —3,2), b = (=2, 1, —1). Znalez¢ pole réwnolegloboku
rozpietego przez wektory @ i b.
(12) Wzér na iloczyn wektorowy, podstawowe wlasnosci (brak tgcznosci tego dziatania i tozsamosé Jako-
biego).
(13) Znalezé wektor prostopadly do ptaszczyzny na ktérej lezg proste [y i Iz o réwnaniach: 3 = (1,2,0) +
A(2,1,-2) oraz ls = (3,2,2) + 1(0,1,3).
(14) Powtoérzy¢ zadanie z prostg prostopadly do plaszczyzny x + y + 2z = 5 z uzyciem iloczynu wek-
torowego.
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9. ZAJECIA 11

Minima programowe: Obrazy podstawowych figur geometrycznych w symetrii osiowej i sSrodkowej znajduja
sie na poziomie podstawowym, jednokladno$¢ wspomniana jest na poziomie rozszerzonym. Pojecie ciggu
wystepuje na p oziomie podstawowym, cigg zadany rekurencyjnie na rozszerzonym.

Cel: Znajdowanie anlitycznych wyrazen dla podstawowych operacji geometrycznych. Znajdowanie obrazdw.
Badanie monotonicznosci ciagu.

9.1. Przeksztalcenia w ukladzie wspdtrzednych.
(1) Niech (2/,y) bedg wspélrzednymi obrazu punktu (z,y) w przeksztalceniu P. Podaé zaleznosé (2, y')
od (z,y) dla:
a) P — odbicie wzgledem prostej y = x;
b) P — zlozenie odbicia wzgledem prostej y = = z odbiciem wzgledem prostej y = = + 2;
¢) P — zlozenie odbicia wzgledem prostej y = x z odbiciem wzgledem prostej y = —x;
d) P — obrét o kat a wokét (0,0) w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara,
e) P — jednokladnosé o srodku (1,1) i skali k.
(2) Znalezé obraz prostej 2y + 3z + 1 = 0 w odbiciu wzgledem prostej z + y = 0.
(3) Znalezé obraz paraboli y = 22 w odbiciu wzgledem prostej a) y = x, b) y = 2z + 2.
(4) Znalez¢ obraz hiperboli yz = 1 w obrocie wokét (0,0) o kat § w kierunku przeciwnym do ruchu
wskazéwek zegara.
(5) Naszkicowaé zbiér punktéw (z,y) spetiajacych réwnanie: a) #2+y? = —4x —6y+12, b) 422 = zy,
c) y? — 4y =2 — 62.

(6) Znalezé obraz krzywej o réwnaniu 22 — 2zy + 32 — 122 — 12y = —36 po obrocie o kat 5 ?jf wokot
(0,0) w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwk zegara.
9.2. Ciagi.

(1) Ciag o wyrazach rzeczywistych=funkcja, ktorej dziedzing jest N.

(2) Zbadaé, ktére z podanych ciggéw sa monotoniczne (by¢é moze poczawszy od pewnego wyrazu): a)
T ._ 3-2n. . 1. ._ 3
ap 1= 2’:{&9, b) by, 1= 5555 ¢) cn 1= ST d) d, = (—1)";;14.
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10. ZAJECIA 12

Minima programowe: Ciagi arytmetyczny i geometryczny wraz ze wzorami na sume pojawiajg sie na
poziomie podstawowym.
Cel: Rozpoznawanie ciggu arytmetycznego i geometrycznego, stosowanie wzordw na sume.

10.1. Ciag arytmetyczny.
(1) (%) Obliczy¢ n-ty wyraz ciggu arytmetycznego zadanego przez a; ir: a)a; =5, r = —2, n = 11; b)
ag=—-12,r=2,n=".
(2) (%) Ktéry z podanych ciagéw jest arytmetyczny: a, := %(471 —1), by, := Q"n—‘fl , Cp 1= loglO(Q%).
(3) Niech a,, := n?, wykazaé, ze ciag by, := a,i1 — a, jest ciggiem arytmetycznym.
(4) Zmalezé parametry a1, ciggu arytmetycznego jezeli réznica miedzy wyrazem 8-mym a 3-cim wynosi
100, a suma wyrazu 4-tego i 7-ego wynosi 24.
) Zmnalezé parametry aq,r ciggu arytmetycznego jezeli asz + a; = 10 oraz ag + ag = 10.
) Wzdér na sume ciggu arytmetycznego.
) (*) Znalezé sume wszystkich liczb nieparzystych wiekszych od 10 i mniejszych od 1200.
) Ciag arytmetyczny sktada sie z 20 wyrazéw. Suma wyrazéw parzystych wynosi 250, a nieparzystych
220. Zmnalezé wyrazy ag i a1g.
(9) Niech liczby ay,as, ..., an+1 tworzg cigg arytmetyczny. Wykazaé, ze:

a1_<Tll>a2+<g>a3+-..+(—1)k<Z>ak+1+--'+(—1)nan+1:0

10.2. Ciag geometryczny.

(1) (%) O ile procent wzrosnie wartos$¢ lokaty bankowej 5% (z kapitalizacja roczng) w ciagu 3 lat.
aka jest wartos¢ po uptywie roku lokaty bankowej o rocznej stopie procentowe] r7 z kapitalizacjg
2) Jaka j t0s¢é tywie roku lokaty bankowej j i j % z kapitalizacja
kwartalng, miesieczng, dzienng, godzinows, 7
(3) Suma ciggu geometrycznego: wzér (1 —z)(1+z + 2%+ +2") =1 — 2"}
iag (a, b, c) jest jednoczeénie arytmetyczny i geometryczny. Jakie zaleznosci zachodza miedzy a,
4) Ciag (a,b,c) jest jed Snie arytmetyczny i g tryczny. Jaki leznoéci zachodzg miedzy a, b
ic?
nalez¢ 32 < z < y < akie ci x ciggiem: a) arytmetycznym eome-
(5) Znalez¢ 32 y < 500 takie, by ciag (32, ,y,500) byt ciagi ) arytmetycznym, b) g
trycznym.
rosngcym ciggu geometrycznym suma 2n poczatkowych wyrazéw wynosi 63 a suma 3n poczatkowyc
6) W i t 2 tk h 5 i63 3 tk h
wyrazow 511. Obliczyé sume n poczatkowych wyrazdw.

(7) Niech ¢ > 1. Wykazaé, ze dla dowolnej liczby M istnieje ng € N takie, ze ¢" > M dla wszystkich
n > no (wykorzystaé nier. Bernoulliego); korzystajac z tego wykazaé, ze jezeli || < 1 to dla dowolnej
liczby M > 0 istnieje ng takie, ze |¢|" < M dla n > nyg.

8) W jakim sensie 1 = 0.(3)? (korzystajgc z wzoru na sume ciggu geometrycznego i zadania powyzej;
3
raczej “machajac rekami” niz formalnie liczac granice)
(9) Powtérzy¢ rachunek dla .
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