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Kurs wsteιpny – wersja zaawansowana
Materia ly dla prowadzaιcych przygotowa l Piotr Stachura

Uwagi ogólne: Zadania oznaczone (∗) w zasadzie powinny być oczywiste i jako takie winny być omówione
pobieżnie lub pominieιte. Uczestnikom, którym sprawiajaι problemy, należy zadać je jako zadanie domowe
lub delikatnie zasugerować zmianeι poziomu na podstawowy.
Pożaιdane jest branie studentów do tablicy i nawet (delikatne) przymuszanie opierajaιcych sieι. Stanowcza
odmowa pój́scia do tablicy winna być uszanowana. Generalnie staramy sieι unikać “wzorów”.
Przed rozpoczeιciem zajeιć warto zajrzeć na stroneι CKE http://www.cke.edu.pl i zapoznać sieι z aktualnymi
wymaganiami programowymi.

1. Zajeιcia 1, 2

Minima programowe: Nierówności wymierne z wartościaι bezwzgleιdnaι przekraczajaι już poziom rozszerzony.
Wzory skróconego mnożenia do rzeιdu 3 wchodzaι do poziomu podstawowego, ponadto już na poziomie
podstawowym uczeń pos luguje sieι pierwiastkami dowolnych stopni. Równania i nierówności kwadratowe –
poziom podstawowy; wzory Viete’a i równania z parametrem – rozszerzony.
Cel: Podniesienie sprawności rachunkowej, przekszta lcanie wyrażeń, elementarne dowody, w lasności wartości
bezwzgleιdnej. Przybliżenie koncepcji liczb niewymiernych. Przypomnienie równania kwadratowego, wzorów
Viete’a, dyskusja równania z parametrem.

1.1. Wyrażenia algebraiczne.
(1) Omówić: (a + b)2 , (a + b)3 , (a + b)4 , (a − b)2 = (a + (−b))2 , a2 − b2 = (a + b)(a − b), a3 + b3 =

(a+b)(a2−ab+b2) , a3−b3 = a3 +(−b)3 i dwumian Newtona. (można wykorzystać do zdefiniowania
silnii i symbolu Newtona–uwaga: nie ma w szkole)

(2) (∗) Uprościć wyrażenie: b−c
b2+bc+c2

b3−c3
b2a−ac2

(
1 + c

b−c −
1+c
c

)
: c(1+c)−b

ac

(3) Wykazać, że a) a, b ≥ 0 ⇒ a+b
2 ≥

√
ab, b) a, b > 0 ⇒ ( 1

a + 1
b )(a+ b) ≥ 4

(4) Wykazać, że a2 + b2 + c2 ≥ ab+ ac+ bc
(5) Wykazać, że jeżeli x+ y = 1, to x4 + y4 ≥ 1

8 .
(6) Wykazać, że jeżeli x3 + px+ q = 0, dla x = a, b, c , a 6= b , b 6= c , c 6= b, to a+ b+ c = 0.

1.2. Wartość bezwzgleιdna.

(1) Rozwiaιzać nierówności:
∣∣∣x−1
x−3

∣∣∣ ≥ 1; |x− 1| ≥ |x− 3|.
(2) Narysować wykresy funkcji f(x) := x− |x|, f(x) := |x− 1| − |x|
(3) Rozwiaιzać nierówność: |x+ 3| > |2x− 1|
(4) Wykazać, że |x+ y| ≤ |x|+ |y| (−|x| − |y| ≤ −|x| ≤ x ≤ |x| ≤ |x|+ |y| i tak samo dla y, dodajemy

stronami); wobec tego |x− y| ≤ |x− z|+ |z − y|.
(5) Rozwiaιzać nierówność:

√
(5x+ 3)2 ≥ 12 (czyli

√
x2 = |x| a nie x).

1.3. Liczby niewymierne.
(1) Wykazać, że nie istnieje najwieιksza liczba wymierna, której kwadrat jest nie wieιkszy niż 2?
(2) Dlaczego mamy “uwierzyć” w liczby niewymierne: a) d lugość odcinka jest liczbaι i b) tw. Pitagorasa,

zatem istnieje liczba p taka, że p2 = 2.
(3) Wykazać, że

√
2 jest liczbaι niewymiernaι, tzn. nie istniejaι liczby ca lkowite dodatnie m,n takie, że

(mn )2 = 2.
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(4) To samo dla
√

3 i
√

6.
(5) Skonstruować odcinki o d lugości

√
2 ,
√

3 ,
√

5 ,
√

6, itp.
(6) Czy istniejaι p, q, r ∈ Q spe lniajaιce równanie: p+ q

√
3 = r

√
2.

(7) (∗) Uprościć wyrażenia: 11
√

3−4
√

7√
3−
√

7
− 13

√
7+
√

3√
12−
√

28
, 26

√
5−23

√
3√

45−
√

27
− 2
√

5−
√

3√
5−
√

3
.

(8) Wykazać, że mieιdzy dwiema liczbami niewymiernymi p < q istnieje liczba niewymierna.
(9) Wykazać, że mieιdzy dwiema liczbami niewymiernymi p < q istnieje liczba wymierna.

(10) Wykazać, że mieιdzy dwiema liczbami wymiernymi p < q istnieje liczba niewymierna.
(11) Wykazać, że dla p, q ∈ Q istniejaι p1, q1 ∈ Q takie, że (p+ q

√
3)(p1 + q1

√
3) = 1.

(12) Wykazać, że
√

2x+ 3 jest niewymierne, jeśli x jest niewymierne.
(13) Wykazać, że 3

√
9 + 3
√

3 + 1 jest niewymierne. Zapisać u lamek 1
3√9+ 3√3+1

w postaci a 3
√

9 + b 3
√

3 +
c , a, b, c ∈ Q.

(14) Czy istniejaι liczby wymierne p, q takie, że ( 3
√

3 + 1)(p 3
√

3 + q) = 1 ?

1.4. Równanie kwadratowe.
(1) (∗) Rozwiaιzać równania kwadratowe (bez liczenia delty!): x2 = 9 , (x + 2)2 = 9 , (x + b)2 = c2,

x2 + 2x = 8
(2) Wyprowadzić wzory na pierwiastki równania kwadratowego i wzory Viete’a.
(3) Rozwiaιzać równania: x+

√
x− 1− 3 = 0, x4 − 10x2 + 9 = 0.

(4) Rozwiaιzać równanie: x +
√

4x2 + 1 = 0. (Uwaga: notorycznie studentom wychodzaι 2 rozwiaιzania;
podkreślić, że równanie podniesione do kwadratu ma na ogó l wieιcej rozwiaιzań niż pierwotne)

(5) Rozwiaιzać równania x2 + 2|x| − 3 = 0 , x2 + 5|x|+ 6 = 0 , x2 − 5|x|+ 6 = 0. (I sposób “tradycyjny
szkolny” – za lożenia o x i dwa równania kwadratowe z warunkiem na x; II sposób x2 = |x|2 i mamy
równanie kwadratowe na |x|); podkreślić, że nie saι to równania kwadratowe na x.

(6) Dla jakich p ∈ R równanie 4x2 − px + p = 0 ma jedno rozwiaιzanie? Znaleźć rozwiaιzania w tych
przypadkach.

(7) Dla jakiego p ∈ R dwa różne pierwiastki równania x2 +2px+p2−1 = 0 należaι do przedzia lu ]−2, 4[?
(8) Rozwiaιzać uk lad równań: x2 + y2 + 2x− 2y = 23 , 4x+ 3y + 1 = 0.
(9) Dane saι dwa równania kwadratowe: x2+px+q = 0 , x2+mx+n = 0 Wykazać, że jeżeli mp = 2(n+q),

to przynajmniej jedno z równań ma rozwiaιzanie.
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2. Zajeιcia 3

Minima programowe: Rozk lad na czynniki pierwsze i NWD to poziom rozszerzony.
Cel: Zwrócenie uwagi na w lasności i konsekwencje dzielenia z resztaι (przyda sieι przy wielomianach).
Ćwiczenie dowodzenia.

2.1. Dzielenie z resztaι.
(1) Wykazać, że jeżeli r1 (r2) jest resztaι z dzielenia m1 (m2) przez n, to to reszta z dzielenia m1 +m2 i

m1m2 przez n jest taka sama jak reszta z dzielenia r1 + r2 i r1r2 przez n.
(2) (∗) Jakaι reszteι z dzielenia przez 5 daje liczba 1234549876 + 3249748549475343 ?
(3) Jakaι reszteι z dzielenia przez 11 daje liczba 523 (np. 523 = 25× (53)7)
(4) (∗) Udowodnić cecheι podzielności przez 3 i 9.
(5) Jaka jest najmniejsza, dodatnia liczba postaci: 17p + 31r, 32p + 46r p, r ∈ Z ? (np 2 · 17 − 31 =

3 , 5 · 17 − 2 · 31 = 23 , 8 · 3 − 23 = 1; 46 − 32 = 14 , 32 − 2 · 14 = 4 , 14 − 3 · 4 = 2 i mniej być nie
może).

(6) Niech m,n ∈ N oraz k0 beιdzie najmniejszaι, dodatniaι liczbaι spośród liczb postaci pm+ qn , p, q ∈ Z.
Wykazać, że 1) n i m dzielaι sieι bez reszty przez k0; (bo inaczej n = rk0 + k1 , 0 < k1 < k0 oraz
rp0n + rq0m = rk0 = n − k1, co jest niemożliwe) oraz 2) jeżeli k1 jest dzielnikiem n i m to k1 jest
dzielnikiem k0. (Innymi s lowy k0 = NWD(m,n))

(7) Ile jest liczb naturalnych mniejszych od 1000, które przy dzieleniu prez 10 dajaι reszteι 8, przy dzieleniu
przez 15 - reszteι 14, a przy dzieleniu przez 21 - reszteι 20.

(8) Wykazać, że dla n ∈ N n3 − n jest podzielne przez 6. (bez indukcji)
(9) (∗) Roz lożyć na czynniki pierwsze: 2535, 146072, 68921.

(10) (∗) Znaleźć (bez algorytmu Euklidesa): NWD(1183, 845), NWD(910, 561).
(11) Algorytm Euklidesa dla NWD.
(12) Wykazać, że jeżeli liczba p ma nasteιpujaιcaι w lasność: (jeżeli p dzieli iloczyn mn, to dzieli m lub

dzieli n), to p jest pierwsza. I odwrotnie, wszystkie liczby pierwsze majaι teι w lasność.
(13) Sprawdzić, że dodawanie i mnożenie “modulo 3” w zbiorze {0, 1, 2} majaι te same w laśności, co

dodawanie i mnożenie (innymi s lowy sprawdzić aksjomaty cia la dla Z3, oczywíscie raczej unikać tego
s lowa).

(14) Rozwinieιcia dziesieιtne. Które z u lamków dadzaι sieι zapisać w postaci u lamka(skończonego) dziesieιtnego:
33
165 ,

2
7 ,

13
512 ,

123
256

2.2. Indukcja i rachunek zdań.
(1) Które z poniższych zdań saι zdaniami w sensie logiki: a) Czy widzisz ten dom? ; b) Nie pij tej wody!;

c) x jest liczbaι ca lkowitaι; d) Jeżeli x jest liczbaι ca lkowitaι, to może być mniejszy od zera i wieιkszy
od −1; e) Istnieje liczba x taka, że 2 + x = 2.

(2) Podstawowe operacje na zdaniach: zaprzeczenie, alternatywa, koniunkcja, implikacja, tabelki.
(3) Prawa de Morgana, zaprzeczenie implikacji, tautologie.
(4) (p∨q)∧r = p∧r∨q∧r –“prawo rozdzielności mnożenia wzgleιdem dodawania” ale również (p∧q)∨r =

(p ∨ r) ∧ (q ∨ r).
(5) Które z poniższych zdań saι tautologiami: a) (p ∧ q) ⇒ q, b) (p ∨ q) ⇒ q, c) ((p ⇒ q) ∧ p) ⇒ q, d)

(¬(p ∧ ¬q)) ⇐⇒ (¬p ∧ q).
(6) Wykazać, że dla n ∈ N prawdziwa jest równość: 1 + 2 + 3 + · · ·+ n = n(n+1)

2

(7) Wykazać, że dla n ∈ N n3 − n jest podzielne przez 6.
(8) Wykazać, że dla x ≥ −1 i n ∈ N (1 + x)n ≥ 1 + nx.
(9) Wykazać wzór na dwumian Newtona.
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3. Zajeιcia 4

Minima programowe: Funkcja liniowa i kwadratowa to poziom podstawowy. Wzory Viete’a, równania z
parametrem – poziom rozszerzony. Przesuwanie wykresu – podstawowy, pozosta le manipulacje – rozszerzony.
Cel: Przypomnienie i uporzaιdkowanie wiadomości, bieg lość rachunkowa.

3.1. Funkcja liniowa.
(1) Wykazać, że znajomość wartości w dwóch punktach ca lkowicie określa funkcjeι liniowaι.
(2) Uzasadnić, dlaczego wykres funkcji f(x) := ax+ b jest liniaι prostaι.
(3) Rozwiaιzać uk lad równań: a) 2y + 3x+ 1 = 0 , 3y + 2x− 1 = 0, b) 2y + 3x+ 1 = 0 , y + 3

2x+ 3
2 = 0,

c) 2y + 3 = x , 2x− 6 = 4y.
(4) Przedyskutować rozwiaιzanie uk ladu równań w zależności od a, b, c, d, e, f : ax+ by = e, cx+ dy = f .

(czyli wyznacznik dla macierzy 2 × 2; oczywíscie nie liczymy wyznacznika ale dodajemy stronami
tak, aby wyszed l warunek na istnienie rozwiaιzań)ie dwie grupy turystów.

(5) Miejscowości A i B saι oddalone o s kilometrów. Z A do B wyruszajaι jednocześnie dwie grupy.
Pierwsza idzie poczaιtkowo pieszo z preιdkościaι v, druga porusza sieι autobusem z preιdkościaι u. Po
pewnym czasie wysiada z autobusu i kontynuuje marsz z preιdkościaι v. Autobus zawraca, zabbiera
pierwszaι grupeι i wiezie jaι do B. Do miejscowości B obie grupy przybywajaι jednocześnie. Obliczyć
czas podróży.

3.2. Funkcja kwadratowa, manipulacje wykresem.
(1) Niech f(x) := x2. Narysować wykres i podać wzór funkcji f(x+2), f(x)+4, f(−x+2), |f(x−2)−4|.
(2) Korzystajaιc z wykresu f(x) := x2, narysować wykres g(x) := x2 − x+ 4.
(3) (∗) Podać wzór funkcji kwadratowej f spe lniajaιcej warunki: a) f(1) = f(5) = 0 ; b) f(1) = f(5) ; c)

f(1) = 1 , f(5) = 5.
(4) Wykazać, że wykres funkcji f(x) := ax2 + bx+ c , a 6= 0 jest symetryczny wzgleιdem prostej x = − b

a .
(5) Dla jakiego x ∈ [0, 2] funkcja f(x) := 1

1−x+x2 przyjmuje wartość najwieιkszaι, a dla jakiego najmniejszaι?
(6) Rolnik ma 100m siatki, któraι zamierza ogrodzić prostokaιtny kawa lek  laιki. Dzia lka przylega do

rzeki, w ten sposób jeden z boków nie wymaga ogrodzenia. Podać wymiary ogrodzonego kawa lka o
najwieιkszej powierzchni.
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4. Zajeιcia 5

Minima programowe: Dzielenie wielomianu przez (x− a) to poziom rozszerzony.
Cel: Rozwiaιzywanie równań i nierówności wyższych stopni, tw. Bezouta, jakościowy charakter wykresów
funkcji wielomianowych. Pojeιcie z lożenia funkcji. Wyznaczanie dziedziny z lożenia.

4.1. Funkcje wielomianowe.
(1) Wykazać, że wielomian W dzieli sieι przez (x− a) wtedy i tylko wtedy, gdy W (a) = 0.
(2) Sprawdzić, że −3 jest rozwiaιzaniem równania x3−x2−8x+12 = 0, znaleźć pozosta le pierwiastki tego

równania, rozwiaιzać nierówność x3−x2− 8x+ 12 ≤ 0 (czyli dzielenie wielomianu przez jednomian).
(3) Rozwiaιzać równanie: 2x3 − 5x2 + x+ 2 = 0 i nierówność 2x3 − 5x2 + x+ 2 ≤ 0
(4) Naszkicować wykresy funkcji x3 , (x+ 1)3 = x3 + 3x2 + 3x+ 1 , x3 − x2 , x3 + x2 − 2 , x3 + x2.
(5) Naszkicować wykres funkcji f(x) := (x+ 1)(x− 1)(x− 2)(x− 3).
(6) Czy istnieje liczba m, dla której wielomian 1 + x+ x2

2 + x3

6 jest podzielny przez (x−m)2 ?

4.2. Z lożenia, dziedziny.
(1) Czy funkcje

√
x3 i (

√
x)3 saι sobie równe. A funkcje

√
x4 i (

√
x)4 ?

(2) (∗) Wyznaczyć maksymalnaι dziedzineι funkcji: f(x) :=
√
x− |x− 3| , f(x) :=

√
3x−6√

x2−6x+9

(3) Wyznaczyć z lożenie funkcji f · g i g · f dla f(x) := x+1
x−1 i g(x) := 2x+1

x−2 (dziedziny f, g maksymalne,
zwrócić uwageι na dziedzineι z lożenia, mniejszaι niż maksymalna dziedzina wzoru).

(4) Niech g(x) := x− 5 oraz f(x) := x2 − 4. Rozwiaιzać nierówność: g(f(x)) ≤ f(g(x)).
(5) Wykazać, że zbiorem wartości funkcji f(x) := 1

x jest R \ {0}; wykazać, że f jest ścísle malejaιca na
]0,∞[; obrazem ]0, x0] jest [ 1

x0
,∞[. Wykorzystać te wiadomości (oraz manipulacje wykresem) do

naszkicowania wykresu f(x) := 1
x oraz g(x) := 2x+1

x−6 .
(6) Czy istnieje funkcja g taka, że g(f(x)) = x dla każdego x z dziedziny f i f(g(x)) = x dla każdego x

z dziedziny g, jeżeli tak znaleźć teι funkcjeι; a) (∗) f(x) = 2x + 7 , x ∈ R, b) f(x) := ax + b , x ∈ R,
c) f(x) = x2 , x ∈ R, d) f(x) := x2 , x ≥ 0, e) f(x) := x2 , x ≤ 0, f)(∗) f(x) := 1

x , x 6= 0, g)
f(x) := 2x+1

x−1 , x 6= 1.
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5. Zajeιcia 6

Minima programowe: Poteιgi wymierne i logarytmy pojawiajaι sieι ma poziomie podstawowym. Zamiana
podstawy logarytmu to poziom rozszerzony.
Cel: Oswojenie z “naiwnaι” funkcjaι wyk ladniczaι i logarytmicznaι. ( Poniżej “log” oznacza logarytm dziesieιtny)

5.1. Poteιgi i logarytmy.

(1) (∗) Uprościć wyrażenia: (a2)7:a3

a6a2 , (1
2a

0.25 + a0.75)2 − a1.5(1 + a−0.5) , a > 0

(2) (∗) Zapisać w prostszej postaci:
(

0, 125−
2
3 · 0, 25−2

) 1
3 +

(
810,5 · 9−2

)− 1
4

(3) Naszkicować wykresy funkcji: f(x) := 2x, f(x) := 2|x|, f(x) := 2−x, f(x) := |1 − 2−x|.(Może warto
zasygnalizować odmienność wyrażenia 2

√
2 od 23 i zadać “prowokacyjne” pytanie ”Jak w laściwie

obliczyć 2
√

2 ? ” )
(4) Rozwiaιzać równanie: 4x−5 · 16x+3 = 128.
(5) Rozwiaιzać równanie: 25x − 5x+1 + 5 = 5x.
(6) Rozwiaιzać równanie: 4x − 3x−

1
2 = 3x+

1
2 − 22x−1.

(7) Rozwiaιzać równanie: 2−|x| = 1
2(|x+ 1|+ |x− 1|).

(8) Korzystajaιc z definicji obliczyć: log10
1

100 , log 1
2

1
8 , log2

1
8 , log 1√

2
8, log8

1√
2

(9) Wyprowadzić wzór na zamianeι podstawy logarytmu: loga x = logb x loga b
(10) Naszkicować wykresy funkcji: f(x) := 2x , g(x) := log2 x , h(x) := log 1

2
x

(11) Czy funkcje f(x) := log3 x
2 i g(x) := 2 log3 x saι równe? Naszkicować ich wykresy.

(12) Rozwiaιzać równania: log(x− 3)− log(2− 3x) = 1; log(54− x2) = 3 log x.
(13) Rozwiaιzać równania: log(2x−5)

x2−8
= 1

2 , log3(3x − 8) = 2− x
(14) Rozwiaιzać nierówność 1

log x + 1
1−log x > 1.

(15) Rozwiaιzać równanie:
√
xx = x

√
x.

(16) Narysować zbiór rozwiaιzań nierówności: logx logy x > 0.
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6. Zajeιcia 7

Minima programowe: Na poziomie podstawowym jedynie funkcje kaιta ostrego. Wykresy, wzory na sumeι i
rózniceι oraz miara  lukowa to poziom rozszerzony.
Cel: Przypomnienie i uporzaιdkowanie podstawowwych faków z geometrii p laskiej; poszerzenie wiedzy o
funkcjach trygonometrycznych.

6.1. Geometria p laska.
(1) Tw. Talesa, trójkaιty podobne.
(2) Czy istnieje wielokaιt, który ma tyle boków, co przekaιtnych?
(3) Przekszta lcenia geometryczne: translacja, obrót, symetria osiowa i środkowa, jednok ladność (nie w

uk ladzie wspó lrzeιdnych).
(4) (∗) Pola: wychodzaιc od wzoru na pole prostokaιta wyprowadzić wzory na pole trójkaιta prostokaιtnego

i dowolnego, równoleg loboku, trapezu.
(5) Tw. cosinusów (c2 = a2 + b2 − 2ab cos γ); Tw. sinusów.
(6) Okraιg opisany na trójkaιcie, okraιg wpisany w trójkaιt.
(7) Wykazać, że w trapezie równoramiennym opisanym na okreιgu, wysokość prostopad la do boków

równoleg lych jest średniaι geometrycznaι tych boków.

6.2. Trygonometria.
(1) Obliczyć funkcje trygonometryczne dla kaιtów (w stopniach) 30, 45, 60.
(2) (∗) Wiedzaιć, że sinα = 1

3 , 0 < α < 90 (stopni) znaleźć pozosta le funkcje trygonometryczne kaιta α.
(3) Funkcje trygonometryczne dowolnego kaιta (okraιg jednostkowy, miara  lukowa kaιta, itp); wykresy

sin, cos, tan, cot
(4) Wykresy: sin(x − π) , tan(x − π) , cos(x − π) , cos(π2 − x). Omówić w lasności tych funkcji przy

przesunieιciu argumentu o π
2 , π ,

3π
2 .

(5) Wykresy i okresy sin(2x) , tan(x3 ).
(6) Wyprowadzić wzory na sinus i cosinus sumy(różnicy). Korzystajaιc z nich, wzory na tangens i

cotangens sumy (różnicy).
(7) Korzystajaιc z wzorów z poprzedniego zadania, wyprowadzić wzory na sinα±sinβ oraz cosα±cosβ.
(8) Narysować wykresy, podać okresy f(x) = sin2 x, f(x) := | − 2 sin(−3x + 1) + 1| − 6, g(x) :=

tan(π4 −
x
2 ) + 7.

(9) (∗) Obliczyć wartości funkcji trygonometrycznych dla kaιtów (w stopniach) 135, 225, 315, 420.
(10) (∗) Sprawdzić tożsamości: sin6 α+cos6 α = 1−3

4 sin2(2α) ; cos(2x) cosx−sin(4x) sinx = cos(3x) cos(2x).
(11) Rozwiaιzać równanie: a) tan(2x) = tan(x), b) sin2(x2 ) + 1 = 2 sin(x2 ).
(12) Rozwiaιzać nierówności: tan(4x− 1) > 1√

3
, cos(2x) ≥ 1

2 .

(13) Rozwiaιzać równanie: logsinx
4
3 = −2.

(14) Dla jakich wartości t pierwiastki równania x2 + x
t + t2 = 0 można przedstawić jako x1 = sinα , x2 =

cosα , 0 < α < π
2 ?

(15) Czy funkcja sin(x2) jest okresowa?
(16) Wzór sinx < x < tanx , 0 < x < π

2 .
(17) Niech n-kaιt foremny beιdzie wpisany w ko lo o promieniu r. Znaleźć stosunek pola n-kaιta do kwadratu

promienia oraz obwodu n-kaιta do promienia; to samo dla n-kaιta opisanego na kole.
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7. Zajeιcia 8, 9

Minima programowe: Równanie prostej, przecieιcie prostych, równoleg lość i prostopad lość, odleg lość punktów,
równanie okreιgu – poziom podstawowy. Nierówności, odleg lość punktu od prostej, ko lo – to poziom rozsz-
erzony.
Cel: Równanie prostej w postaci ogólnej i parametrycznej, swoboda przechodzenia od jednej do drugiej
postaci, geometryczna interpretacja równania i nierówności z dwiema niewiadomymi, proste prostopad le.
Równanie okreιgu, styczna, ko lo, stożkowe – t lumaczenie definicji geometrycznych na równania.

7.1. Prosta.
(1) (∗) Wyznaczyć równanie prostej (w postaci y = ax + b) przechodzaιcej przez 2 dane punkty P1 =

(1, 2) , P2 = (3, 5).
(2) (∗) Wyznaczyć równanie prostej przechodzaιcej przez dany punkt P = (4, 6) o zadanym wspó lczynniku

kierunkowym a = 2.
(3) Wyznaczyć równanie prostej przechodzaιcej przez dany punkt P = (−1, 1) i równoleg lej do prostej

przechodzaιcej przez 2 punkty P1 = (3, 4) , P2 = (5, 6).
(4) Napisać w postaci parametrycznej równanie prostej przechodzaιcej przez 2 dane punkty (np z zadania

1).
(5) Przechodzenie od postaci parametrycznej do ax + b i odwrotnie: zapisz w postaci parametrycznej

prostaι zadanaι równaniem 2y− 6x+ 7 = 0, zapisz w postaci równanie ay+ bx+ c = 0 prostaι zadanaι

parametrycznie:
(
x
y

)
= λ

(
2
−1

)
+
(
−7
2

)
(6) Podać dwa opisy parametryczne prostej (z poprzedniego zadania) danej równaniem 2y− 6x+ 7 = 0.
(7) Dla jakiej wartości m ∈ R wykresy funkcji f(x) := x

m−4 − 1 oraz h(x) := − x
3m−1 +m saι równoleg le.

(8) Znaleźć i naszkicować zbiór punktów (x, y), które spe lniajaι warunek: a) |2x − y| = 2|x| − y , b)
|2x− y| > 2|x| − y.

(9) Znaleźć i naszkicować zbiór punktów (x, y), które spe lniajaι uk lad nierówności: |y−x| ≤ 1 , |x+3| ≤ 1.
(10) Znaleźć i naszkicować zbiór punktów (x, y), które spe lniajaι warunek max{|x− 3|, |y − 1|} ≤ 2.

7.2. Odleg lość, okraιg, ko lo, stożkowe.
(1) Odleg lość punktów na p laszczyźnie, równanie okreιgu; napisać równanie okreιgu o środku w punkcie

(1,−2) i promieniu 6.
(2) Naszkicować w uk ladzie wspó lrzeιdnych rozwiaιzanie nierówności: a) x2 + y2 − 2x + 4y ≥ −1, b)

2x2 + 2y2 − 2x+ 4y < −1.
(3) Proste prostopad le: wyprowadzić warunek na m,n, aby proste dane równaniami: y = mx oraz

y = nx by ly prostopad le (wybrać dowolne punkty na każdej z prostych i napisać tw. Pitagorasa).
(4) Znaleźć odleg lość punktu P = (1,−1) od prostej o równaniu 4y − x− 8 = 0.
(5) Napisać równanie symetralnej odcinka AB, A := (1, 1) , B = (2, 4).
(6) Podać równanie okreιgu przechodzaιcego przez punkty (7, 1), (5, 6) i (−2, 4).
(7) Znaleźć odleg lość prostych y = ax+ b , y = ax.
(8) Obliczyć pole trójkaιta utworzonego przez proste o równaniach: y = 0, 2y − x = 1 i y + 4x = 8.
(9) Wykazać, że istnieje dok ladnie 1 prosta majaιca z okreιgiem (x−1)2 + (y−1)2 = 2 dok ladnie 1 punkt

wspólny (0, 0). Podać jej równanie. Sprawdzić, że jest ona prostopad la do promienia przechodzaιcego
przez (0, 0),

(10) Podać równanie okreιgu przechodzaιcego przez punkty (3, 0), (7,−2) i stycznego do osi OX.
(11) Niech x0 > 0. Wykazać, że istnieje dok ladnie 1 prosta o równaniu y = ax + b majaιca z parabolaι

y = x2 dok ladnie 1 punkt wspólny (x0, x
2
0). Znaleźć teι prostaι.
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(12) (∗) Sprawdzić, że odleg lość punktu (x, x2) od punktu (0, 1
4) jest równa odleg lości od prostej y = −1

4 .
(13) Parabola: znaleźć zbiór tych punktów (x, y), których odleg lość od prostej y = 0 jest taka sama, jak

odleg lość od punktu (0, p) , p 6= 0.
(14) Elipsa: znaleźć zbiór tych punktów (x, y), których suma odleg lości od punktów (−c, 0) i (c, 0) jest

sta la.
(15) Sprawdzić, że różnica odleg lości punktu (x, 1

x) od punktów (
√

2,
√

2) i (−
√

2,−
√

2) jest sta la dla
x > 0 i dla x < 0. Znaleźć wartość tych sta lych.

(16) Hiperbola: znaleźć zbiór tych punktów (x, y), których różnica odleg lości od punktów (−c, 0) i (c, 0)
jest sta la.
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8. Zajeιcia 10

Minima programowe: Wektory w R3 nie pojawiajaι sieι w minimach programowych.
Cel: Operacje na wektorach, obliczanie d lugości, przecieιcie prostych, równanie parametryczne prostej i
p laszczyzny w R3. W szkole wektory saι konsekwentnie oznaczane [a, b](nawias kwadratowy), nie wydaje sieι,
aby należa lo tej konwencji ścísle przestrzegać.

8.1. Wektory w R3, iloczyn skalarny, d lugość wektora, iloczyn wektorowy.
(1) Dla jakich α, β wektory a := (5,−3, β) , b := (α+ 1, 11,−4) saι równoleg le?

(2) Znaleźć punkt przecieιcia prostych zadanych parametrycznie:

 x
y
z

 =

 1
1
1

+r

 1
2
3

 ,

 x
y
z

 = 1
4
5

+ s

 2
1
2


(3) Podać parametryczny opis p laszczyzny rozpinanej przez proste z zadnia poprzedniego i podać równanie

jaι opisujaιce. Podać równania opisujaιce proste z zadania poprzedniego.
(4) (∗) Niech a := (1, 2, 3) , b := (0, 2, 1) oraz c := (1, 1, 1). Znaleźć wektor a − 2b + 3c; obliczyć jego

d lugość.
(5) Obliczyć d lugości boków trójkaιta ABC dla AB := (1, 1, 1) i AC := (2,−1, 0).
(6) (∗) Dane saι wektory a := (1,−2) , b := (−1, 5). Obliczyć: a · b, (a+ b)2.
(7) Wykazać, że punkty (−2, 1), (3, 4), (−5, 6) saι wierzcho lkami trójkaιta prostokaιtnego. Znaleźć d lugości

boków i kaιty tego trójkaιta.
(8) Sprawdzić, że wektor b(a · c)− c(b · a) jest prostopad ly do wektora a.
(9) Z punktu (1, 2, 1) wystawić prostaι prostopad laι do p laszczyzny x + y + 2z = 5 (równanie prostej w

postaci parametrycznej, bez iloczynu wektorowego, metodaι “na piechoteι”)
(10) Podać opis parametryczny p laszczyzny zadanej równaniem x+ y + 2z = 5.
(11) Znaleźć wektor prostopad ly do wektorów a := (1,−3, 2), b = (−2, 1,−1). Znaleźć pole równoleg loboku

rozpieιtego przez wektory a i b.
(12) Wzór na iloczyn wektorowy, podstawowe w laśności (brak  laιczności tego dzia lania i tożsamość Jako-

biego).
(13) Znaleźć wektor prostopad ly do p laszczyzny na której leżaι proste l1 i l2 o równaniach: l1 = (1, 2, 0) +

λ(2, 1,−2) oraz l2 = (3, 2, 2) + µ(0, 1, 3).
(14) Powtórzyć zadanie z prostaι prostopad laι do p laszczyzny x + y + 2z = 5 z użyciem iloczynu wek-

torowego.
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9. Zajeιcia 11

Minima programowe: Obrazy podstawowych figur geometrycznych w symetrii osiowej i środkowej znajdujaι
sieι na poziomie podstawowym, jednok ladność wspomniana jest na poziomie rozszerzonym. Pojeιcie ciaιgu
wysteιpuje na p oziomie podstawowym, ciaιg zadany rekurencyjnie na rozszerzonym.
Cel: Znajdowanie anlitycznych wyrażeń dla podstawowych operacji geometrycznych. Znajdowanie obrazów.
Badanie monotoniczności ciaιgu.

9.1. Przekszta lcenia w uk ladzie wspó lrzeιdnych.
(1) Niech (x′, y′) beιdaι wspó lrzeιdnymi obrazu punktu (x, y) w przekszta lceniu P . Podać zależność (x′, y′)

od (x, y) dla:
a) P – odbicie wzgleιdem prostej y = x;
b) P – z lożenie odbicia wzgleιdem prostej y = x z odbiciem wzgleιdem prostej y = x+ 2;
c) P – z lożenie odbicia wzgleιdem prostej y = x z odbiciem wzgleιdem prostej y = −x;
d) P – obrót o kaιt α wokó l (0, 0) w kierunku przeciwnym do ruchu wskazówek zegara;
e) P – jednok ladność o środku (1, 1) i skali k.

(2) Znaleźć obraz prostej 2y + 3x+ 1 = 0 w odbiciu wzgleιdem prostej x+ y = 0.
(3) Znaleźć obraz paraboli y = x2 w odbiciu wzgleιdem prostej a) y = x, b) y = 2x+ 2.
(4) Znaleźć obraz hiperboli yx = 1 w obrocie wokó l (0, 0) o kaιt π

4 w kierunku przeciwnym do ruchu
wskazówek zegara.

(5) Naszkicować zbiór punktów (x, y) spe lniajaιcych równanie: a) x2 +y2 = −4x−6y+12 , b) 4x2 = xy ,
c) y2 − 4y = 2− 6x.

(6) Znaleźć obraz krzywej o równaniu x2 − 2xy+ y2 − 12x− 12y = −36 po obrocie o kaιt π
4 ,

π
2 ,

3π
4 wokó l

(0, 0) w kierunku przeciwnym do ruchu wskazówk zegara.

9.2. Ciaιgi.
(1) Ciaιg o wyrazach rzeczywistych=funkcja, której dziedzinaι jest N.
(2) Zbadać, które z podanych ciaιgów saι monotoniczne (być może poczaιwszy od pewnego wyrazu): a)

an := n+7
2n−9 ; b) bn := 3−2n

5n+6 ; c) cn := 1
2n2+3n−3

; d) dn := (−1)n n+3
3n+4 .
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10. Zajeιcia 12

Minima programowe: Ciaιgi arytmetyczny i geometryczny wraz ze wzorami na sumeι pojawiajaι sieι na
poziomie podstawowym.
Cel: Rozpoznawanie ciaιgu arytmetycznego i geometrycznego, stosowanie wzorów na sumeι.

10.1. Ciaιg arytmetyczny.
(1) (∗) Obliczyć n-ty wyraz ciaιgu arytmetycznego zadanego przez a1 i r: a) a1 = 5 , r = −2 , n = 11; b)

a1 = −12 , r = 2 , n = 7.
(2) (∗) Który z podanych ciaιgów jest arytmetyczny: an := 1

3(4n− 1) , bn := n+2
2n+1 , cn := log10(2

n
2 ).

(3) Niech an := n2, wykazać, że ciaιg bn := an+1 − an jest ciaιgiem arytmetycznym.
(4) Znaleźć parametry a1, r ciaιgu arytmetycznego jeżeli różnica mieιdzy wyrazem 8-mym a 3-cim wynosi

100, a suma wyrazu 4-tego i 7-ego wynosi 24.
(5) Znaleźć parametry a1, r ciaιgu arytmetycznego jeżeli a3 + a5 = 10 oraz a6 + a8 = 10.
(6) Wzór na sumeι ciaιgu arytmetycznego.
(7) (∗) Znaleźć sumeι wszystkich liczb nieparzystych wieιkszych od 10 i mniejszych od 1200.
(8) Ciaιg arytmetyczny sk lada sieι z 20 wyrazów. Suma wyrazów parzystych wynosi 250, a nieparzystych

220. Znaleźć wyrazy a9 i a10.
(9) Niech liczby a1, a2, . . . , an+1 tworzaι ciaιg arytmetyczny. Wykazać, że:

a1 −
(
n
1

)
a2 +

(
n
2

)
a3 + · · ·+ (−1)k

(
n
k

)
ak+1 + · · ·+ (−1)nan+1 = 0

10.2. Ciaιg geometryczny.
(1) (∗) O ile procent wzrośnie wartość lokaty bankowej 5% (z kapitalizacjaι rocznaι) w ciaιgu 3 lat.
(2) Jaka jest wartość po up lywie roku lokaty bankowej o rocznej stopie procentowej r% z kapitalizacjaι

kwartalnaι, miesieιcznaι, dziennaι, godzinowaι ?
(3) Suma ciaιgu geometrycznego: wzór (1− x)(1 + x+ x2 + · · ·+ xn) = 1− xn+1

(4) Ciaιg (a, b, c) jest jednocześnie arytmetyczny i geometryczny. Jakie zależności zachodzaι mieιdzy a, b
i c ?

(5) Znaleźć 32 < x < y < 500 takie, by ciaιg (32, x, y, 500) by l ciaιgiem: a) arytmetycznym, b) geome-
trycznym.

(6) W rosnaιcym ciaιgu geometrycznym suma 2n poczaιtkowych wyrazów wynosi 63 a suma 3n poczaιtkowych
wyrazów 511. Obliczyć sumeι n poczaιtkowych wyrazów.

(7) Niech q > 1. Wykazać, że dla dowolnej liczby M istnieje n0 ∈ N takie, że qn ≥ M dla wszystkich
n ≥ n0 (wykorzystać nier. Bernoulliego); korzystajaιc z tego wykazać, że jeżeli |q| < 1 to dla dowolnej
liczby M > 0 istnieje n0 takie, że |q|n ≤M dla n ≥ n0.

(8) W jakim sensie 1
3 = 0.(3)? (korzystajaιc z wzoru na sumeι ciaιgu geometrycznego i zadania powyżej;

raczej “machajaιc reιkami” niż formalnie liczaιc graniceι)
(9) Powtórzyć rachunek dla 2

13 .


