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Uwagi ogdlne: przed rozpoczeciem zaje¢ warto zapoznac sie z aktualnymi wymaganiami programowymi
Centralnej Komisji Egzaminacyjnej:
http://www. cke. edu. pl/images/stories/Inf_mat_08/mat_informator_10. pdf, str. 13 —
17.
Przedsady zwiazane z aktualna wiedza wynoszona ze szkoly sredniej a oparte na osobistych wspomnieniach
prowadzacej/prowadzacego zajecia moga prowadzi¢ do niepotrzebnych nieporozumieii.

Zadania staramy sie rozwiazywac biorac studentéw do tablicy, szczegolnie gdy dotyczy to probleméw
zwiazanych z wykresami funkcji itp. Gdyby mlodziez okazala sie lepiej przygotowana niz zazwyczaj,
mozna wykorzysta¢ modut dodatkowy i materialy dla grupy zaawansowanej.

Zajecia 1.

Wektory - podstawowe wtasnosci i zastosowania. Dodawanie, dtugo$¢ wektora. Parametryczny opis
prostej. Wektor predkosci. Warto$é¢ bezwzgledna.

Minima programowe:

Dodawanie wektorow i podstawowe dziatania jedynie na poziomie rozszerzonym. Proste réwnania z
wartoscig bezwzgledng — jedynie poziom rozszerzony.

Cel: Zwiekszenie sprawnosci rachunkowej zwiazanej z zastosowaniem wektorow, umiejetnosé postugiwania
sie opisem parametrycznym prostej.

1. Dane sa trzy wektory: @ = [1,0, —1], b= [2,-1,3], ¢=[1,1,2]. Znalez¢ wektor ¥ = 3d — b+ 4

2. Obliczy¢ dlﬂg)oéci przekatnych réwnolegtoboku ABDC' zbudowanego na wektorach AB =
3,-2,1]1 AC = 0,3, —1].

3. Przy jakich wartosciach a i § wektory a@ =[5, —3,a] i b= 3,9, —2] sa rownolegle?
4. Dany jest wektor @ = [3, —4]. Znalez¢ wektor jednostkowy réwnolegly do wektora d.

5. Narysowaé tor samolotu startujacego z punktu [0, 0] i lecacego w kierunku zgodnym z wektorem
a = [3, —4] z predkoscia 10km/h.


http://www.cke.edu.pl/images/stories/Inf_mat_08/mat_informator_10.pdf

6. Znalez¢ ogdélny wzér na polozenie samolotu [z,y| w chwili ¢, jezeli wystartowal on z punktu
[1,2] i polecial w kierunku réwnolegtym do wektora @ = [—4, 3] z predkoscia 15km /h. Po jakim
czasie samolot dotrze do punktu [—239, 182]?

7. Zmalezé dwa rézne parmetryczne réwnania prostej przechodzacej przez punkty (2,3) 1 (3,5).

1 1 1 2
8. Dwie linie opisane parametrycznie: Ly = [1| + A |2| i Ly = |4| +p |1| przecinaja sie. Znalezé
1 3 ) 2

wspotrzedne punktu przeciecia

9. Dwa samoloty poruszaja sie po prostych. O godz. 13 : 00 pierwszy samolot znajdowat sie w

x 3 3
punkcie (3,2,7). Jego pozycje po t minutach opisuje zalezno$é: |y| = |2| +t |4 |. Znajdz
z 7 10

predkos¢ samolotu. O godzinie 13 : 00 drugi samolot znajdowatl sie w punkcie (—5, 10,23). Po
dwo6ch minutach znalazt sie w punkcie (3,16, 39). Pokaz, ze pozycje drugiego samolotu opisuje

x -5 4
zaleznosé: |y| = [ 10| + ¢ [3]|. Po jakim$ czasie samoloty spotkaly si¢ w punkcie ). Podaj
z 23 8

czas 1 wspotrzedne punktu spotkania.

—2

3 ] +t lﬂ Zmalez¢ réwnanie prostej w

10. Prosta opisana jest w postaci parametryczne;j: [ﬂ = [
postaci y = ax + b.

11. Znalez¢ rownanie parametryczne prostej y = 2x — 1.

12. Narysowaé¢ wykres funkcji y = 2|z| — |z + 1.

13. Rozwiazaé rachunkowo i graficznie nieréwnosé: |3z — 2| < 2

14. Rozwiaza¢ rachunkowo i graficznie nieréwnos¢: |z + 3| > |2z — 1]
Zajecia 2.

Roéwnania kwadratowe, manipulacja wyrazeniami algebraicznymi i wykresami funkeji.

Minima programowe:

Rozktadanie wielomianu na czynniki przy pomocy wzoréw skrdoconego mnozenia oraz manipulacja
wykresem funkcji obecne sa na poziomie podstawowym, réwnania kwadratowe z parametrem to juz
poziom rozszerzony.

Cel: Powtoérka i zwigkszenie sprawnoéci rachunkowej przy pomocy mniej standardowych zadan.



10.

11.
12.
13.
14.

15.

. Wiedzac, ze (a + b)? = a® + 2ab — b* oraz (a* — b*) = (a — b)(a + b) przedstawi¢ wielomian

f(x) = 22 + 22 — 3 w postaci (z + ¢)? — d* a potem w postaci (x — z1)(z — 7). UWAGA:
nie korzystamy ze wzoroéw na delte, bo zalezy nam na umiejetno$ci manipulacji wyrazeniami
algebraicznymi.

. Zastosowa¢ wyniki poprzedniego zadania do funkcji: a) f(z) = 2> — 2 — 2, b) f(z) = 2* +

3vV2r +4,¢) f(z) = —2? —x+ 3, d) f(z) =222+ Tz + 3.

Narysowa¢ kazdy z powyzszych wielomianéw zaznaczajac miejsca zerowe i punkt, w ktorym
funkcja osigga wartos¢ najwiekszg lub najmniejsza.

Dla jakich wartosci zmiennej = € [0, 2] funkcja f(x) =
dla jakiej najmniejsza?

ﬁ przyjmuje wartos¢ najwieksza a

. W tréjkat réwnoramienny, ktérego podstawa ma diugosé 6ecm i wysokosé ma 6¢cm wpisano

prostokat. Jakie powinny by¢ dtugosci bokéw prostokata aby jego pole byto najwieksze?

Niech g(z) = z — 5 a f(z) = 2* — 4. Dla jakich wartosci z zachodzi nier6wnosé: g(f(z)) <

flg(z))?

Dla funkcji z punktéw a) i b) narysowaé wykresy f(z) + 1, f(z) — 2, 2f(z), 3f(z), —f(z),
[f(@)], flz—2), flz+1), f(=2), f(22), f(52).

Powiedzie¢ jakie operacje nalezy zastosowaé do funkcji f(z) = z? (Translacja, odbicie itp.) by
otrzymaé funkcje z punktéw a) i b). Podaé¢ wartosci parametréw a, b, ¢ dla ktérych funkcje z
punktéw a) i b) mozna zapisa¢ jako f(z) = ag(x — b) + ¢, gdzie g(z) = 2*

Jakie operacje (translacja, odbicie, itp.) nalezy zastosowa¢ do funkcji f(z) = z? by otrzymac
wykres funkcji f(z) = —[2(22 — 3)?| =7 ?

Zmalez¢ trojmian kwadratowy y(z) = ax?® + bz + ¢ jezeli do jego wykresu nalezy punkt A(3,0)
1 Ymax = y(1) = 12.

Dla jakich wartoéci parametru m réwnanie ma? — 3z + m = 0 ma jedno rozwigzanie?

Dla jakich wartosci zmiennej x, wektory [2x,x — 3] oraz [z + 1, 5] sa do siebie prostopadte?
Rozwigzaé réwnanie 2 — 1022 +9 = 0

Rozwiazaé réwnanie z — 2y/x — 3 — 6 = 0

Dla jakich wartosci parametru m dwa rézne pierwiastki rzeczywiste réwnania 2% — 2max +m? —
1 = 0 naleza do przedziatu (—2,4)?



Zajecia 3.

Funkcje trygonometryczne. Wykresy, najprostsze wzory redukcyjne. Jedynka trygonometryczna. Ré6wnania.
Minima programowe:

Znajomo$¢ wykresu funkcji trygonometrycznych oraz podstawowe wzory redukcyjne wymagane sg
jedynie na poziomie rozszerzonym.

Cel: Sprawnos¢ rachunkowa i swoboda w postugiwaniu si¢ funkcjami trygonometrycznymi.

1.
2.

10.

11.

12.

13.
14.

15.

Sporzadzi¢ wykres funkcji f(z) = sin(z), f(z) = cos(z), f(x) = tg(z), f(x) = ctg(x).

Narysowaé funkcje, znalez¢ ich amplitudy i okres: f(z) = sin(—zx), f(z) = cos(—x), f(z) =
tg(—x), f(z) = ctg(—2).

Narysowa¢ funkcje: f(z) = sin(z —7), f(z) = cos(x — 3), f(v) = tg(z — ), f(x) = ctg(z — 7).

cos(x —m), f(z) =tg(z —7), f(z) = ctg(z — ).

Narysowaé funkcje: f(x) = sin(z — ), f(x)

. Narysowa¢ funkcje: f(x) = sin(z — 27), f(z) = cos(x — 27), f(x) = tg(z — 27), f(x) =

ctg(zr — 2m).

Narysowa¢ funkcje, znalezé ich amplitudy i okres: f(z) = sin(2z), f(z) = cos(32), f(z) =
tg(32), f(z) = ctg(32), f(z) = 2sin(z), f(z) = ;cos(x), f(z) = tg(x) + 1, f(z) = ctg(x) — 2
Narysowa¢ wykres funkcji, poda¢ amplitude i okres: f(x) = —| — 2sin(—2z — 3) + 1| — 3
Narysowa¢ wykres funkcji, poda¢ amplitude i okres: f(r) = tg(§ — %x) -1

Korzystajac z tw. Pitagorasa i definicji sinusa i cosinusa dla trdjkata prostokatnego policzy¢
sume sin® z + cos® z

Korzystajac z poznanych wtasnosci funkcji trygonometrycznych i ich wartosci dla:
0°,30°,45°,60°,90° policzy¢: cos(135°), sin(225°), tg(315°), sin(—115°), cos(420°), sin(660°)

cos?
1+4sinz”

Uprosci¢ wyrazenie:

Policzy¢ tg(x) wiedzac, ze cos(x) = 2 iz € (O, g)

Wiedzac, ze sin(2z) = 2sinz cos z, rozwigzaé rownanie: sin(2z) = 1.

Rozwiaza¢ réwnanie cos(2x) < 3.

[\

Rozwiagzaé réwnanie: sin(2z) = sinz



Zajecia 4.

lloczyn skalarny, wektory prostopadte, elementy geometrii analitycznej: odlegto$é punktu od proste;j,
rownanie okregu, styczna do okregu.

Minima programowe:

Wzér (bez wyprowadzenia) na odlegtosé punktu od prostej jedynie na poziomie rozszerzonym.
Roéwnanie okregu pojawia sie na poziomie podstawowym.

Cel: Tloczyn skalarny wykracza poza minima programowe a bez niego nie da sie roztozy¢ sity na
sktadowe w mniej trywialnych przypadkach. Nalezy wyciwiczy¢ tez umiejetnosé rozwigzywania zadan
z geometrii analitycznej bez znajomosci ,gotowych wzoréw* — ew. wzor na odlegtosé punktu od
prostej wyprowadzi¢ razem ze studentami.

1.

10.
11.

12.

Dane sa wektory u = [1,—2] i 7 = [—-1,5].
Obliczyé: a) @- 3, b) @2, ¢) d, d) (T+71)2, e) (7 + 20)(3u — 7).

Udowodnié¢, ze punkty A(—2,1), B(3,4), C(—5,6) sa wierzcholkami tréjkata prostokatnego.
Zmalez¢ pozostate katy tego trojkata.
Obliczy¢ (@ — b)? oraz (@ + b)* wiedzac, ze a = 1, b = 3 oraz <(a, b) = Z.

Dany jest na ptaszczyznie kwadrat o wierzchotkach A(—1,1), B(3,—1), C(3,1) i D(1,1). Uktad
wspOlrzednych obrécono wokét punktu (0,0) o kat ¢ = 45° oraz przesunieto o wektor 7 =
[1,—1]. Jakie sa wspéhrzedne kwadratu po obrocie i przesunigciu?

Wykazaé, ze wektor p = b(c- @) — ¢(b- @) jest prostopadty do wektora a

Dany jest punkt A(1,3) i prosta [ : 3z — 2y + 5 = 0. Napisa¢ réwnanie prostej przechodzace]
przez punkt A oraz: a) réwnoleglej do [, b) prostopadtej do [.

Obliczy¢ odlegtoéé punktu A(1,2) od prostej przechodzacej przez punkty B(4,—2) i C(1,—6).
Znalez¢ odlegtosé punktu A(1,—1) od prostej [ : 3z —4y +8 =0

Napisa¢ réwnanie okregu przechodzacego przez punkty A(3,—6), B(1,0), C (5, —2)

Zmalez¢ réwnanie okregu, do ktoérego naleza punkty A(3,0), B(7, —2), stycznego do osi OX.
Napisa¢ réwnanie stycznej do okregu 22 + (y — 1)* = 10 w punkcie A(1,4).

Znalez¢ rownanie okregu o $rodku w punkcie S(1, 1), ktéry odcina na prostej 3z — 4y —29 = 0
cieciwe o dtugosci rownej 16.



Zajecia 5.

Geometria analityczna, iloczyn wektorowy. Rownanie ptaszczyzny. Réwnanie parametryczne okregu.
Minima programowe:

Zadne z zagadnien nie wchodzi w minima programowe choé bez iloczynu wektorowego nie da sie
studiowa¢ fizyki.

Cel: Umiejetnos¢ zastosowania iloczynu wektorowego w geometrii analitycznej — warto podkresli¢
zwiazek iloczynu wektorowego z polem magnetycznym.

1.

10.

Podaé réwnanie plaszczyzny prostopadlej do wektora [2, 3, —1] zaczepionego w $rodku ukladu
wspotrzednych.

Podaé réwnanie ptaszezyzny prostopadtej do wektora [2, 3, —1] zaczepionego w punkcie (1,2, 3).

Zmnalez¢ wspotrzedne punktu, w ktorym prosta zadana parametrycznie: © = 2\ 44, y = =\ —2,
2z = 3\ + 2 przecina ptaszczyzne o réwnaniu 2z 4+ 3y — z + 2.

Zmalez¢é wektor prostopadty do wektoréw a := [1, —3, 2], b= [—2,1, —1]. Znalez¢é pole trojkata
rozpietego przez wektory @ i b.

Zmalez¢ wektor prostopadly do plaszczyzny na ktorej leza proste [y i ls o réwnaniach: [y =
[1,2,0] + A\[2,1,=2] oraz Iy = [3,2,2] + [0, 1, 3].

Zmalezé odlegtosé punktu A(0,2,2) od linii 7= [5,9, 6] + A[1, 2, 2].

Niech P = (4,1,—-1),Q = (3,3,5), R = (1,0,2¢),S = (1,1,2). Dla jakich wartosci ¢ wektory
QR i PR sa prostopadte? Korzystajac z wartosci ¢ znalez¢ rownanie prostej [ przechodzacej
przez punkt () i prostopadtej do wektora PR. Znalez¢ réwnanie ptaszezyzny m, ktora zwiera

prosta [ i przechodzi przez punkt S. Znalez¢ najkrotsza odlegltosé miedzy punktem P a plaszczyzna

.
Wiedzac, ze niezerowe wektory @ i l;spelniaj@ wlasnosci: |d@ — l;| =|d— l;|, zmajdz a - b.
Narysowa¢ wykres funkcji f(t) = (2cos(t), 2sin(t)), t € [0, 27].

Narysowa¢ wykres funkeji f(t) = (2cos(t), 2sin(t),t), t € [0, 27].



Zajecia 6.

Funkcja wyktadnicza, logarytmy, sktadanie funkcji. Minima programowe:

Logarytm i funkcja potegowa pojawiajg sie na poziomie podstawowym, znajomosé¢ wykreséw tych
funkcji, to juz poziom rozszerzony.

Cel: Biegto$¢ rachunkowa, znajomos¢ wykresow funkcji wyktadniczych i logarytmicznych.

1. Narysowaé¢ funkcje f(z) = 2%, f(x) = 277, f(z) = (%)I, flx) = (%)_m, flx) =1 =277,
(2=1)2

flw) =3, f() =37, () =37

2. Rozwigza¢ réwnanie: 33771 = 97+2

3. Rozwigzaé réwnanie: 475 . 1673 = 64

4. Rozwigzaé réwnanie: 477 - 16°3 = 64

5. Rozwigzaé¢ réwnanie: 25% — 5+ 4+ 5 = 52

6. Rozwigza¢ nierdwnosci: 3° > 27, 337 - 27 > ¢, 9: < /3.
7. Rozwiazaé nieréwnoéé: 337" < 97

Ny e (4T (27
8. Rozwigza¢ réwnanie: (g5) - (% =2

1

L . N = R
9. Rozwigza¢ réwnanie: 25624 - (—) T =42
10. Rozwiazaé¢ réwnanie: 4 — 372 = 3

11. Obliczy¢ na podstawie definicji logarytmu: log,, ﬁ, log% %, log% 27, log% %, log% 3v/3, log 5 8
2

12. Narysowa¢ funkcje: f(z) =logy @, f(x) = log, |z], f(x) = logy x, f(z) = log |z|,
f(@) = logy |z + 1]
: 4. Alogs 3 5—logs 5 1—log, 5 log 3 3 @ 3 1+171c1)g32
13. Obliczy¢: 4823, 25-1ow5, gl-loead, 963 og, 5 - logy; 81, (V/2) ™97, (3) :
361—10g63 + 25—log56
14. Udowodni¢, ze logs 2 = log, 2 - log, 3 - logs 4 - logg 5
15. Wiedzac, ze log 2 = a, obliczy¢: a) logh, b) log 125

16. Wiedzac, ze log,, 7 = a i log,, 5 = b obliczy¢ logs; 28.



Zajecia 7.

Logarytmy cd. Ciag arytmetyczny i geometryczny. Minima programowe:
Ciagi: arytmetyczny i geometryczny pojawiaja si¢ na poziomie podstawowym.
Cel: Uporzadkowanie wiadomosci, umiejetno$¢ rozwigzywania mniej niestandardowych zadan.

1.

10.

11.

12.
13.
14.

15.

Wyznaczyé¢ dziedzine funkcji: f(z) = y/logs |x — 2|, f(z) = y/log,(3 — z).

Rozwiaza¢ réwnania: log(z — 3) — log(2 — 3z) = 1, log(54 — z?) = 3logz,
log;(3* —8) =2 —=x

log(2z—5) _ 1
z2—8 R

log =

Rozwiaza¢ réwnania: 26772 = 1000, 4 — logx = 3y/logz, '~74 =10

Rozwiaza¢ rownania: logloglog z = 0, log, log; log, x = %

. Rozwiazaé réwnanie: v/a® = V=,

Rozwigza¢ rownanie: logg, , % = -2

. , ., o1 1
Rozwigzac¢ nieréwnosé Tog + Zlogz L.

Zbadaé, czy ciag o podanym n-tym wyrazie jest ciagiem arytmetycznym: a) a, = %(Bn - 1),

bp =4n+3, cn = 5

Napisa¢ trzy poczatkowe wyrazy ciggu arytmetycznego, w ktérym suma n poczatkowych wyrazow
jest réwna: S, = Tn?, S, = 5n? + 3n.

Dany jest ciag a, = n?. Udowodnié¢, ze ciag b, = a,.1 — a, jest ciggiem arytmetycznym.

Ciag arytmetyczny sktada sie z 20 wyrazow. Suma wyrazow parzystych jest réwna 250 a suma
wyrazow nieparzystych 220. Znalez¢ dwa srodkowe wyrazy ciagu.

Logarytmy liczb 2, 2% — 1, 2% 4 3 tworza ciag arytmetyczny. Obliczy¢ x.
Czy ciagi a, = 2", b, = n?, ¢, = (—2)""'. d, = n + 1 sa ciagami geometrycznymi?
Znalez¢ takie x, by ciag (5, z,45) byl ciagiem geometrycznym.

Miedzy liczby 32 i 500 wstawié¢ liczby x i y tak dobrane, by ciag (32, x,y,500) byl ciagiem
geometrycznym



Zajecia dodatkowe

Cigg arytmetyczny i geometryczny cd. Uktady rownan liniowych. Interpretacja geometryczna. Minima
programowe:

Interpretacja geometryczna uktadéw réwnan liniowych to poziom rozszerzony.

Cel: Intuicje geometryczne zwigzane z uktadami roéwnan.

1.

10.

11.

12.

Dane sa dwa ciagi geometryczne (a,) i (b,). Udowodnié, ze ciag ¢, = a,b, test tez ciagiem
geometrycznym. Znalez¢ iloraz tego ciagu.

. Ciag (a,b,c) jest jednoczesénie ciagiem arytmetycznym i geometrycznym. Znalezé zaleznosci

miedzy a, b, c

Wykazaé, ze jezeli liczby dodatnie a, b, ¢ tworza ciag geometryczny, to ich logarytmy tworza
cigg arytmetyczny.

W rosnacym ciggu geometrycznym suma 2n poczatkowych wyrazow wynosi Sp, = 63 a suma
3n poczatkowych wyrazoéw Ss,, = 511. Obliczy¢ S,,.

Udowodni¢, ze dla dowolnej liczby N > 01 N # 1,
1

1 1 1 1 _
logy N + logg N + logy N oot logig N~ logig N

2 n
Obliczy¢ (x + %) + (xQ + ;12) I (.’p" + a%)
Ile moze wynosi¢ 0.9999999999. . .7
r+2y<1

Zinterpretowa¢ geometrycznie uktad nieréwnosci:qz —y > —1
20 —4y+1<0

(m—1z+2y=1
r+my=1
gdzie m € R jest parametrem. Przeprowadzi¢ dyskusje ze wzgledu na m.

Rozwiaza¢ uktad réwnan

Y

mx—y—>55=0
20 +3my —7=0

Y

Dla jakich catkowitych wartosci m rozwigzaniem uktadu: {
jest para liczb dodatnich?

Znalez¢ i narysowaé zbiér wszystkich punktéw plaszezyzny, ktérych wspétrzedne (x, y) spelniaja
warunek |2z — y| = 2|z| — y.

Na drodze 36m przednie kolo pojazdu zrobilo o 6 obrotéw wiecej niz tylne. Gdyby obwdd
kazdego kota byt wickszy o 1 m to na tej samej drodze przednie koto wykonatoby o 3 obroty
wiecej niz tylne. Znalez¢ obwody obu kot.



