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1 Oscylator thumiony *

Oblicz predkosS¢ 1 przyspieszenie cigzarka, ktorego potozenie na osi X jest opisane réwnaniem

x(t) = Ae ™ sin(wt + ¢) ,

gdzie A, \, w, ¢ sa pewnymi stalymi. Wyraz przyspieszenie jako funkcje predkosci i potozenia.

2 Predkosé¢ i przyspieszenie w ruchu jednostajnym *

Udowodnij, ze wartos¢ predkosci punktu materialnego jest stata wtedy i tylko wtedy, gdy jego przySpiesze-
nie jest prostopadte do predkosci albo wartos$¢ przyspieszenia wynosi 0.

Wskazéwka: Oblicz szybkosé, z jaka zmienia sie warto$§¢é wyrazenia 7 - ¥ czyli v.

Rozwiazanie

Rozpatrujemy interwatl czasu r6zny od zera, np. cata minute lub sekundg ruchu i w dowolnym punkcie w
tym interwale (Scisle: bez brzegéw) maja zachodzi¢ réwnosci.

v =const < 2 = const
=

d d(v?
dit} = i;f) =0 w calym interwale
vio= -0
d(7 - 7) d@w) . . d©) . d@)
= . . =927 -
7 o U+ v il U

p—



Czyli mamy
d(v?)
dt

=20U-a

Ale lewa strona jest réwna 0, wigc takoz i prawa.

3 Czesci calosc *
Student otrzymat zadanie obliczenia sity, jaka jedna pétkula jednorodnej kuli dziata na druga pétkule. Po

wielu bezsennych nocach doszedt do wniosku, ze musi skorzysta¢ z nastgpujacego twierdzenia:

Zbior Z punktow materialnych jest sumq dwoch roztqcznych zbiorow punktow materialnych: A oraz B.
Jesli oddziatywania miedzy punktami materialnymi spetniajq 11l zasade dynamiki, to sita, jakq dziata
zbior punktow B na zbior punktow A, jest rowna sile, jakq dziata zbior punktow Z na zbior punktow A.

Udowodnij to twierdzenie.

Rozwiazanie

Pozostaje dowiesc, ze

Z F_:ijzoa

i€EAjEA

do czego wykorzystuj¢ dowolno$¢ indeksowania, przemienno$¢ dodawania i II1 zasadg dynamiki:

SN Ei =Y Ei=Y Y Fi=Y > (-F))

i€A jeA jeAicA i€A JEA i€A JEA

Wobec tego: .
2> > Fy=0,

i€A jEA

co konczy dowdd.

4 Ciekawy skutek braku masy

Udowodnij nastgpujace twierdzenie.
Wypadkowa sita dziatajqca na niewazkie ciato jest zawsze réwna O.

Jest ono bardzo przydatne zagadnieniach, w ktérych wystgpuja niewazkie liny, prety, bloczki itd.



Rozwiazanie

Korzystamy z II zasady dynamiki:

—

ma = F

Jesli m = 0, to oczywiscie F' = (0. Warto o tym pamigtac, gdyz czesto spotykam btedne uzasadnienia
faktu, ze np. sity dzialajace na niewazka linke z obu stron maja taka sama wartos¢.

5 Wjazd

Na réwni pochylej o kacie nachylenia a znajduje si¢ odwaznik o masie M (Rys. 2), ktéry zawsze dotyka
cala powierzchnig swojej podstawy rowni. Wspdtczynnik tarcia kinetycznego migdzy odwaznikiem a
réwniag wynosi f. Odwaznik jest potaczony niewazka, nierozciagliwa linka z odwaznikiem o masie m,
ktory wisi poza krawedzig réwni. Linka przesuwa sig¢ bez tarcia po bloczku. Wiadomo, ze fragment linki
migdzy odwaznikiem o masie M i bloczkiem jest zawsze rownolegly do stoku rowni, a przedtuzenie tego
fragmentu linki zawsze przechodzi przez sSrodek masy odwaznika o masie M. PrzySpieszenie ziemskie
wynosi g.

a) Jaki warunek musi spetnia¢ wspétczynnik tarcia statycznego fs, aby odwazniki spoczywaly, jesli nie
nadano im predkosci poczatkowych?

b) Oblicz wartos$¢ przyspieszenia odwaznika o masie m, jesli wiadomo, ze odwazniki zaczgty si¢ poruszac
i odwaznik o masie m opada.

Zaproponuj wartosci liczbowe wielkosci wystgpujacych w zadaniu i uzyskaj wyniki liczbowe.

Rys. 2
s

Wskazowki

W podpunkcie (a) nalezy rozpatrzy¢ dwie mozliwosSci: sila tarcia statycznego moze powstrzymywac
ciato przed zjezdzaniem lub wjezdzaniem po stoku.

6 Zderzenie centralne *

Kula o masie m; i predkosSci v; zderza si¢ z kulg o masie ms 1 predkosci v,. Zderzenie jest idealnie
sprezyste, a Srodki geometryczne kul caty czas znajduja si¢ na tej samej prostej. Kule nie wiruja. Oblicz
predkosc¢ kuli o masie m; po zderzeniu. Wynik doprowadzZ do postaci, w ktérej nie wystgpuje pierwiastek
kwadratowy. Sprawdz wynik w przypadku, gdy my/msy — 0, oraz w przypadku, gdy ms/m; — 0.

Sprobuj rozwiqzac uktad rownari sprytnie, bez standardowej procedury dla trojmianu kwadratowego.

3



7 Wagon i deszcz *

Wagon o masie mg zaczat poruszac si¢ bez tarcia po poziomych torach. Jego predko$¢ poczatkowa
wynosita vy. Ze wzgledu na pionowo padajacy, przymarzajacy deszcz masa wagonu zwigksza sig w
tempie w. ZnajdZ zalezno$¢ predkosci wagonu od czasu. Po jakim czasie od startu wagonu jego predkosc
zmniejszy si¢ stokrotnie, jesli my = 10% kg, w = 0.99 kg/s?

Rozwiazanie

Oznaczenia:
P ' — chwilowy ped wagonu,
pa — ped porcji deszczu o masie Am i predkosci v,
Pw” — ped wagonu po zaabsorbowaniu porcji deszczu.
Zgodnie z zasada zachowania pgdu:
ﬁw "+ ﬁd = ﬁw g
A wigc zmiana pgdu wagonu:
Apy :ﬁw” _ﬁw/ = Pa = Amijy
co prowadzi do réwnania rézniczkowego:
Py = Mg

Ze wzgledu na site reakcji torow ped wagonu w pionie wynosi zero. Pozostaje rOwnanie na sktadowa
pozioma:

d(mv)

=0
dt

Prawa strona réwna jest zeru ze wzglgdu na pionowy kierunek predkosci deszczu. Rozwigzanie spetnia-
jace warunek poczatkowy:
muv = Moy

Wiec:
movo

m

Zalezno$¢ masy wagonu od czasu, zgodnie z trescig zadania, mozna zapisaé jako:

dm

dt

=w
co prowadzi do:
m = mgy + wt

zaktadajac, ze ty = 0.
Odpowied?: Zalezno$¢ predkosci wagonu od czasu:

v = vgmyg/(mo + wt)

Predkos¢ wagonu zmniejszy si¢ stokrotnie po czasie:

t; = 99mg/w = 10°s ~ 1.7 tygodnia



8 Troche inne zadanie - ?B

Oszacuj ilo$¢ pamigci, jaka powinien dysponowaé kazdy mieszkaniec planety Ziemia, aby mozna byto
zapisad tyle bajtow, ile jest atoméw w prébce zawierajacej jedynie 2C i wazacej 12 g.

9 Postrzelone wahadlo *

Metalowy cigzarek o masie M = 1960 g wisi na bardzo lekkim sznurku o dtugosci [ = 50 cm. Sznurek
zaczepiony jest jednym koncem w Srodku cigzkoSci cigzarka, a drugim w taki sposéb, ze po nadaniu
cigzarkowi predkosci o odpowiednio duzej wartoSci cigzarek moze poruszaé si¢ po okrggu lezacym w
plaszczyzZnie pionowej.

W pewnej chwili w cigzarek uderza poziomo lecacy z predkoscia o wartoSci v pocisk o masie m = 40 g.
Pocisk zlepia sig¢ trwale z cigzarkiem. Powstala bryle mozna traktowac jak punkt materialny (w rozwa-
zaniach mozna pomina¢ rozmiary bryty).

Jaka powinna by¢ minimalna warto$¢ predkosci pocisku, aby utworzona bryta zatoczyta pelny okrag o
promieniu [ w plaszczyZznie pionowej?

Przyjmij wartos§¢ przy$pieszenia ziemskiego g = 9,8 m/s%.

Rozwiazanie

Z.z. pedu

vm = V(M +m)
Ve, = vm/(M+m)

W najwyzszym punkcie przyspieszenie grawitacyjne gra rolg przys$pieszenia dosSrodkowego

ag=g = V"?/
Z.z. energii

1 1

“V2=_V"?42

2" T oY e
Stad mamy v.



10 Zakrecona ¢ma (wersja deluxe) *

Cma leci do 7zrédta §wiatta. Wektor predkosci émy jest nachylony pod katem o wzgledem odcinka ¢ma—
Zroédto. Tor zawarty jest w plaszczyznie (tzw. ruch plaski). Owad startuje z odlegtosci py od Zrédta.
Rozwazy¢ przypadki, gdy:

a) kat « jest staty, a szybkos$¢ ¢émy zalezy od odlegtosci éma—zrédto jak v(p) = vo(p/po)™, gdzie v i n sa
stalymi. Znalez¢ tor, po jakim porusza si¢ ¢ma oraz jego dtugos¢. Podac¢ réwnanie ruchu owada. Kiedy
czas lotu jest skonczony?

b) szybkos¢ lotu owada jest stata, a kat « zalezy od odlegtosci éma—z7rédto jak a(p) = arctan(ap™),
gdzie a i m sa statymi. ZnaleZ¢ tor, po jakim porusza si¢ ¢ma.

Rozwiazanie

W uktadzie biegunowym, w ktérego poczatku znajduje si¢ Zrédlo Swiatla, wektor potozenia my: 7= pé,
Predkosé émy: 7 = 7 = pé, + pdéy

Warunki zadania: v = v(— cos aé, + sin aéy), czyli p = —v cos a oraz p¢ = vsin a.

Eliminujemy czas:

p_dpdt_dp

o dtdp  do
Czyli:

Lp_

pdp  tano

Ustalamy warunki poczatkowe: p(t = 0) = pg, ¢(t =0) =0
a) Przypadek oo = o oraz v(p) = vo(p/po)"

1 1 @
i /0 ¢/

o tan ag

Réwnanie toru: In(p/pg) = —¢/ tan . Lub:

p(¢) = poexp(—¢/ tanag)
Torem jest spirala logarytmiczna.
Réwnanie ruchu:

dp’
v(pf

dp P
— = —wcosqay = /
dt o

t
= —cos Oé(]/ dt' = —t cos o
0
Po wstawieniu v(p) otrzymujemy:

o do
/ fp = —wyt cos ap/ py
o P



Rozwazajac oddzielnie przypadki n = 1 oraz n # 1, dostajemy:

p(t) = poexp(—uvotcosag/py) dla n=1
p(t) = poll + (n — Dot cos ag/po)/™™  dla n # 1

Zaleznos¢ kata ¢ od czasu otrzymujemy po wstawieniu wyniku dla p(¢) do réwnania toru
o(t) = —tanag In(p(t)/po)

Czas ruchu jest skoniczony, jesli dla skoriczonego ¢; spetniona jest réwnosé p(tx) = 0. Od razu widacé, ze
ruch trwa nieskoniczenie dtugo w przypadku n = 1. Jedli n > 1, to réwniez czas ruchu jest nieskonczony.
Jedynie dlan < 1 ¢ma w skoniczonym czasie doleci do Zrédta Swiatla.

Przy zatozeniu statej szybkosci, v = |0] = vy = const (czyli n = 0), czas ruchu od p = pydo p = 0
wynosi t, = po/|v,| = po/ (v cos ayp).

A wigc dtugosc¢ toru wynosi:
S = votr = po/ cos

Wynik ten jest stuszny dla dowolnego n. Dla n > 1 zakladamy, ze lot ¢my moze trwa¢ nieskonczenie
dtugo.

b) Przypadek a(p) = arctan(ap™) oraz v = v,

1 ¢
’ tan afp)=dp' = —/ de’
p 0

PO

Po wstawieniu zaleznosci «(p):

/p Pl = —¢/a
p

0
Rozwazajac oddzielnie przypadki m = 0 oraz m # 0, dostajemy:

p(¢) = poexp(—¢/a) dlam=0
p(®) = poll —me/(apg)]"/™ dlam #0

Tor w przypadku m = 0 jest spiralq logarytmicznq. Przypadek ruchu przy m = 0 jest rOwnowazny
przypadkowi rozpatrzonemu w podpunkcie a) tego zadania dla n = 0, jesli przyjaé, ze a = tan ay.

Jesli podstawimy a = tan ag/py’, to otrzymujemy:

p(¢) = poexp(—¢/tancy) dlam =0
p(d) = po[l —me/tanag)V/™ dlam #0

11 Spacer biedronki po plycie *

Ptyta gramofonowa o promieniu R kreci si¢ z predkoscia katowa w wzgledem uktadu inercjalnego. Ze
Srodka ptyty wyrusza biedronka o masie m. Ile powinien wynosi¢ wspétczynnik tarcia migdzy biedronka
a ptyta, aby owad mégt osiagnaé krawedz ptyty, poruszajac si¢ caly czas ruchem jednostajnym prostolin-
iowym z predkoscia v" wzglgdem ptyty? Rozwiazaé korzystajac z wzoréw na sity pozorne. Czy zwigk-
szenie masy biedronki pozwoliloby jej na taki sam spacer po szybciej wirujacej ptycie? Jednorodne pole
grawitacyjne jest prostopadte do powierzchni ptyty.



Rozwiazanie

W uktadzie zwiazanym z ptyta: & = wé,/, v = v'éy, 7 = v'té,.

Sity pozorne: ﬁpoz =—m2d X V' —md x (& X 7) = —m2wv'é, + mwv'té,

Warunek spaceru ruchem jednostajnym prostoliniowym: sity tarcia statycznego (biedronka musi iS¢, nie
moze si¢ Slizgac) powinny réwnowazyc sity pozorne:

£, p02| = |Fr|

Najwigksza sita pozorna: max(|F,.|) = max(mwv'\/4 + (wt)?) = mwv'\/4 + (wR/v')2.

Najwigksza mozliwa sila tarcia statycznego: max |ﬁT| = pumg (najwigksza sita pozioma, jaka podioze
moze dziata¢ na biedronke; mozna wspomniec III zasade dynamiki).

Poniewaz chodzi o wspélczynnik tarcia, to zamieniamy réwnos¢ \ﬁpoz\ = \ﬁT\ (zgodna z III zasada
dynamiki) na nier6wno$¢ max | F,..| < max |Fr|. Odpowiedz:

> MTU, 4+ (wR/vV'")?

Zwigkszenie masy nie pozwoli biedronce spacerowac po szybciej wirujacych plytach.

12 Koralik na precie *

Koralik o masie m porusza si¢ bez tarcia wzdluz wirujacego preta. Pret jest nachylony do poziomu pod
katem «, a obraca si¢ ze stata predkoScia katowa w dookota pionowej osi. Pret nie porusza si¢ w pionie,
uktad znajduje si¢ w jednorodnym, statym polu grawitacyjnym. ZnaleZ¢ predkos¢ i potozenie koralika
wzgledem preta, zaktadajac, ze w chwili poczatkowej koralik spoczywat w odlegtosci D od osi obrotu.

Rozwiazanie

Wybieram uktad wspétrzednych zwiazanych z pretem, taki ze pret lezy wzdtuz osi X', zwrot osi jest
od osi obrotu preta i spetniony jest warunek z’'(t = 0) = D/ cosa. Zaktadam taka orientacjg preta i
polozenia koralika, ze w przypadku w = 0 koralik zacznie przybliza¢ si¢ do nominalnej osi obrotu preta.
Jedyne sity dziatajace na koralik, ktére nie sa w ogdélnosci catkowicie rownowazone przez sit reakcji
preta to sita odsrodkowa i sita grawitacyjna:

Fa v = w?a’ cos® a
Fy o= —mgsina

Roéwnanie ruchu: ma’ = mw?x’ cos?

o — mgsin a.

Wprowadzajac oznaczenia A = w cos i k = gsin o/ \? oraz zmienna u = 2’ — k uzyskujemy réwnanie:
i = \u,

ktérego rozwiazaniem jest u = Ae* + Be M.
rownania z warunkow poczatkowych:
P(t=0)=A+B+r=D/cosa
#F(t=0)=XA—-B)=0.

Odpowiedz:

7' = (D/cosa — k)(eM+eM)/2+ kK

i’ = (D/cosa — k)M — eM) /2

Mozna wyr6znié nastgpujace przypadki:

1) Koralik spoczywa, jesli D/ cosa — k = 0, czyli w? = w?, gdzie wy = (/g tan a/D.
2) Koralik oddala si¢ od osi obrotu, jesli w? > w?.

Wracamy do zmiennej x’ i otrzymujemy nastgpujace



3) Koralik przybliza si¢ od osi obrotu (a nastepnie ja przekracza), jesli w? < w?.
4) Jesli w = 0, to mi’ = —mgsin « i otrzymujemy: &' = —gsin at oraz ¥’ = —gsinat?/2 + D/ cos

13 Zjazd po ruchomej rowni *

Réwnia pochyta o kacie nachylenia o oraz o masie M moze bez tarcia przesuwaé si¢ po stole. Na
réwnig¢ potozono cigzarek o masie m. Obliczy¢ przyspieszenie réwni oraz przyspieszenie cigzarka w
inercjalnym uktadzie zwigzanym ze stotem, a takze przySpieszenie cigzarka w ukladzie zwigzanym z
rownia. Rozpatrzy¢ dwa przypadki:

a) cigzarek zsuwa si¢ po roéwni bez tarcia,

b) cigzarek zsuwa si¢ po rowni z tarciem, a wspétczynnik tarcia wynosi p.

Czy cigzarek moze oderwaé si¢ od powierzchni réwni? Jednorodne pole grawitacyjne jest prostopadie
do powierzchni stotu.

Rozwiazanie

Wyb6r uktadéw: nieprimowane - zwiazane ze stolem; primowane zwiazane z réwnia; osie X i X’
réwnolegle wzgledem siebie, powierzchni stotu oraz podstawy réwni; osie Y i Y’ prostopadie wzgle-
dem stotu. Sita normalna do powierzchni réwni z jaka réwnia dziata na cigzarek: ﬁN. Zwiazek migdzy
przyspieszeniami: @ = A+d, gdzie a@ - przySpieszenie cigzarka, a A - przyS$pieszenie rowni. Ori-
entacja rowni: wysoko$¢ ciala na réwni zmniejsza si¢ przy zwigkszaniu wartosci =’ (lub z): ¢ =
—tan oz’ + const.

a) Réwnania ruchu:

ma = mg + Fy

mﬁ’:m§+ﬁN—m1¢T

MA = Mg— Fy + Fgp,

gdzie Frp jest sila, z jaka podioze dziata na réwni¢ (Reakcja Podtoza). Sity M g oraz Frp sa prostopadte
do podtoza (réwnolegte do osi Y').

Wiezy:

réwnia porusza si¢ tylko poziomo, zachodzi wiec: Mg — Fy,é, + Frp = 0;

sifa reakcji ciato-réwnia jest prostopadta do réwni: Fi,/F, = tana;

przyspieszenie ciata w uktadzie zwiazanym z réwnig jest réwnolegte do powierzchni réwni:—a; /a), =
tan o (cigzarek bedzie zjezdzat, wige a;, < 0).

Stad réwnania ruchu rozpisane na wspétrzedne:

MA, = —Fy,; MA, =0

ma, = Fy, — mAg; ma, = —mg + Fn, —m4,

Czyli otrzymujemy z drugiej pary roOwnan:

mal, = Fy.(1+m/M); —ma, tana = —mg + Fy, cot

Eliminujac Fy, otrzymujemy [przydatna réwnos¢: sin « cos a(cot a + tan o) = 1]:

a!, = cosagsina(M +m)/(M + msin® )

z réwnania wiezow:

al, = —sina gsin (M +m) /(M + msin® o)

Przyspieszenie rowni wzgledem stotu:

Ay = —a,m/(M +m) = —cosagsinam/(M + msin® a)

A, =0

PrzyS$pieszenie cigzarka wzglgdem stotu:

ay = A, +ad, = cosagsinaM/(M + msin® a)

ay = Ay +al, = —sina gsina(M +m) /(M + msin® o).



W rzeczywistoSci gdyby cigzarek oderwat si¢ od réwni, to rownia rozpoczetaby ruch ze statg predkos-
cia, gdyz nie dziatataby na nia zadna wypadkowa sita. Byloby to sprzeczne z wynikiem A, = const.
Poniewaz w rozwiazaniu uzywamy réwnosci —a; /a;, = tana (wiaz dwustronny), wigc odrywaniu sig
cigzarka odpowiadaloby zniknigcie sily nacisku w pewnej chwili (pdZniej sita Fy zmienitaby zwrot;
cigzarek hamowalby réwnig¢). Zgodnie z rownaniem M A, = — F), przyspieszenie rowni osiagngtoby
wtedy warto$§¢ 0. Poniewaz otrzymaliSmy stale przySpieszenie |A,| > 0, wigc przy 0 < o < 7/2
cigzarek nie oderwie si¢ od réwni podczas zsuwania.

b) Réwnania ruchu:

ma = mg + F N+ ﬁT

m(i’:mg'—i—ﬁN%—ﬁT—mg

MA=M§— Fy — Fy.

Wiezy:

Jak w punkcie a)

oraz sila tarcia Fi jest réwnolegta do powierzchni rowni.

Dtugos¢ wektora sity tarcia: Fir = pFy

Rozktady na wspétrzedne:

Fny = Fysina, Fny = Fy cosa

Fry = —Frcosa, Fry = Frsina

Stad réwnania ruchu rozpisane na wspéirzedne:

MA, = —Fy, — Fr, = Fy(—sina+ pcosa); MA, =0

mal, = Fy, + Fry, —mA, = Fy(sina — pcosa)(1 +m/M);
ma, = —mg + Fyy, + Fry — mA, = —mg + Fy(cos a + psin a)
Eliminujac Fly oraz a;otrzymujemy:

al, = cosa gcosa(tana — ) (M +m)/[M + m(sin® o — psin o cos )]
A wigc dla tan a > p cigzarek bedzie sig¢ zsuwal. Z wigzdw:

a, = —a, tana
Przys$pieszenie rowni:
Ay = —a.m/(M +m) = —cosagcosa(tana — p)m/[M + m(sin? a — psin a cos )]

Przyspieszenie cigzarka wzgledem stotu:

a, = Ay +al, = cosa gcosaltana — p)M/[M + m(sin® a — psin a cos )]
ay = a,

Uwaga: Inne podej$cie do problemu mozna znaleZ¢ w artykule
http://xxx.lanl.gov/abs/physics/98080409.

14 Zderzenie z ruchoma réwnia *

Z wysokosci hy nad poziomym lodowiskiem upuszczono kulke o masie m. Na wysokosci hs kulka odbita
si¢ idealnie sprezyscie od rowni pochytej, ktéra poczatkowo spoczywata. Znajdz wektor predkosci kulki
tuz po odbiciu si¢ od réwni. Kat nachylenia réwni wynosi «, a jej masa M. Réwnia moze poruszaé si¢ po
lodowisku bez tarcia. Uktad znajduje si¢ w polu grawitacyjnym o natgzeniu g. Promien kulki oraz czas
trwania zderzenia sa zaniedbywalnie mate. Uzyskaj réwniez wynik liczbowy w przypadku, gdy m = 2
kg, hy =2.6m, hy = 0.8 m, M = 4 kg, o = 45° oraz g = 10 m/s>.
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A *m

Rozwiazanie

Wybieram uktad kartezjanski, w ktérym:

g = —géy,
kulka poczatkowo znajduje si¢ w punkcie o wspétrzednych x = 0 oraz y = hy,
a dolny kraniec réwni x = hy/ tan o oraz y = 0.

Ped kulki tuz przed zderzeniem wynosi
p1 = —muiéy

gdzie predkos$¢ v; mozna uzyskaé np. z zasady zachowania energii:
mhig = mhog + vim/2

co prowadzi do wyniku:
U1 =/ 2g(h1 — ho)

Tuz przed 1 po zderzeniu sktadowa pedu kulki rownolegta do powierzchni rowni nie zmienia si¢ (brak
oddzialywania kulki z réwnia w kierunku réwnoleglym). Wynosi ona:

P1r = p18inQ
Ped kulki zaraz po zderzeniu wynosi: py = pay €, + P2y €y

Jego sktadowa réwnolegta do powierzchni réwni wynosi: py, = pa, COS @ — Py, sin «
Z warunku p;, = po, otrzymujemy réwnanie:

V1 SIN QU = Vg COS (X — Vg, SIN (X

Sktadowa X pedu musi spetnié zasade zachowania pedu:

0= D2z + P
gdzie P = MYV jest pedem réwni tuz po zderzeniu (réwnia moze poruszaé si¢ tylko poziomo). A wigc:
Vor = =V M/m

Z zasady zachowania energii, vim/2 = vim/2 + V*M /2, otrzymujemy réwnanie:

v; =vs + V:M/m

11



Do rozwiazania mamy uktad 4 réwnan:

2 _ .2 2
vy = Uy, T Uy,

V1SN = g, COS (¥ — Vgy SIN (¥
ve, = —VM/m

v? = v+ ViM/m

Korzystajac z pierwszego rownania eliminujemy z uktadu vs, a korzystajac z trzeciego eliminujemy vy, .
Prowadzi to do uktadu:

visina = —cosaVM/m — vy, sina
v} = vy, + V(1 + M/m)M/m

Wyliczajac z pierwszego réwnania v, i wstawiajac do drugiego rownania, otrzymujemy:

v% = (v1 + cot aVM/m)2 + V2(1 + M/m)M/m

Po uproszczeniach:
0 =V [vymsin(2a) + V(msin® a + M)

Jedno z rozwiazan, V' = 0, opisuje sytuacje, gdy kulka nie oddziatluje z réwnia (zasady zachowania sa
wtedy trywialnie spetnione). W interesujacym nas przypadku, gdy dochodzi do zderzenia, uzyskujemy
wynik:

V = —wumsin(2a)/(msin* o+ M)

Sktadowe szukanego wektora predkosci:

Ve, = —VM/m

Ugy = —U1+ Vg coOta

W przypadku, gdy m = 2 kg, hy = 2.6 m, hy = 0.8 m, M = 4 kg, a = 45° oraz g = 10 m/s? otrzymujeg:
v = \/QQ(hl — hg) =6 m/s

V = —vymsin(2a)/(msin® a + M) = —12/5 m/s

Vo, = —V M/m = 24/5 m/s

Ugy = —V1 + Vg cOt v = —6/5 m/s

15 Malpa

Odwaznik o masie M przymocowano do niewazkiej, nierozciagliwej liny, ktéra przewieszono przez
bloczek przyczepiony do sufitu. Za swobodny koniec liny chwycita matpa o masie m 1 wspina si¢. Jakim
ruchem wzgledem liny przemieszcza si¢ matpa, skoro jej odlegtos¢ od sufitu si¢ nie zmienia? Obliczy¢
parametry tego ruchu. Bloczek jest niewazki, a uktad znajduje si¢ w jednorodnym polu grawitacyjnym.

Rozwiazanie

Wybér osi x: § = gé,. Réwnania ruchu wzdtuz osi x: AM = Mg — T oraz am = mg — T.

Wiaz na dlugos¢ liny: X + 7R + x = L, gdzie L jest dlugoscia liny miedzy odwaznikiem a malpa. A
wigc przy$pieszenie matpy wzgledem liny o’ = L = A + a.

Warunek zadania: ¢ = 0, co oznacza, ze: a' = L=A

Odpowiedz: Ruch jednostajnie przyspieszony z @’ = g(1 —m/M). Jesli m > M, to rzeczywiscie malpa
si¢ wspina.

12



16 Bloczek-dZzwignia

Bloczek sktadajacy si¢ z dwoch sztywno potaczonych jednorodnych walcéw moze obracaé si¢ dookota
wlasnej osi symetrii. Na walec o promieniu 17, 1 masie M; nawinigto nierozciagliwy sznurek, do ktérego
przymocowano cigzarek o masie m;. W przeciwnym kierunku nawinigto na walec o promieniu R i
masie M, nierozciagliwy sznurek, do ktérego przymocowano cigzarek o masie my. Uktad znajduje sig¢
w statym jednorodnym polu grawitacyjnym. Obliczy¢ przyS$pieszenie cigzarka o masie m;.

)

m 4 m,

Rozwiazanie

Réwnania dla ciezarkéw:
miay = myg — 1y

Moty = mag — Ty

Réwnanie dla uktadu walcow:
le =T\Ry —THR,,

gdzie I = M R?/2 + MyR3/2

Roéwnania wiezow:

a; = R1€
A9 = —RQE
Odpowiedz:

a; = gRl(mlRl — ngg)/(I + mlR% + ng%)

17 Straszliwy wielokrazek *

Z jakimi przyS$pieszeniami beda poruszac si¢ odwazniki o masach M4 oraz Mp w ukladzie przedstaw-
ionym na rysunku? Wszystkie bloczki sa niewazkie, a niewazka, nierozciagliwa lina porusza si¢ bez
tarcia. Uklad znajduje si¢ w jednorodnym polu grawitacyjnym.
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SIS

Ma Mjg Y

Zadanie to wymyslitem na kolokwium z Fizyki IBC na jesieni 2006 r. Sposrod 155 piszqcych kolokwium
7 0sob przedstawito poprawne rozwiqzanie. Zadanie zostato nastepnie wykorzystane w Olimpiadzie
Fizycznej.
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Rozwiazanie - Sposo6b 1

Lina jest niewazka (czyli jej masa wynosi 0) oraz moze §lizga¢ si¢ bez tarcia po bloczkach, wigc zgodnie
z Il zasada dynamiki suma sit dziatajacych wzdtuz liny na dowolny jej fragment wynosi 0. Wobec tego
np. sily, jakimi lina dziata na ci¢zarek o masie M, oraz oS niewazkiego bloczka C', maja t¢ sama wartos¢
(tutaj: wartos¢ oznacza dtugos¢ wektora), 7'. Na rysunku zaznaczono wektory sit, jakimi lina dziata na
bloczki oraz na cigzarek o masie M 4:

Yy IS4

Mpg

Z rysunku wynika, ze na bloczek C' dziata wypadkowa sita o wartosci T'. Ze wzgledu na to, ze bloczek
jest niewazki, korzystajac z II zasady dynamiki, dochodzimy do wniosku (podobnie jak dla liny), ze
T = 0. Na cigzarki dziata tylko sita grawitacji, wigc kazdy z nich porusza si¢ w dot z przySpieszeniem g.

15



Rozwiazanie - Spos6b 2

Korzystajac z wniosku o réwnoSci sity naciagu liny na catej jej dlugosci z paragrafu ,,Rozwiazanie -
Sposéb 17, rozwazam catkowita site dziatajaca na oba odwazniki. Mozna to zrobi¢ na dwa sposoby:

YISV YISV

Mg Mg

Przy czym niezaznaczone sily grawitacyjne sa oczywiScie takie same w obu przypadkach. Poniewaz
catkowita sita dzialajaca na bloczki musi by¢ taka sama w danym uktadzie odniesienia niezaleznie od
konfiguracji niewazkich obiektéw, ktére poSrednicza w jej przekazywaniu, wigc otrzymujemy warunek
3T = 2T, ktory jest spetniony jedynie dla 7" = 0. Na cig¢zarki dziata tylko sita grawitacji, wigc kazdy z
nich porusza si¢ w do6t z przys$pieszeniem g.
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Rozwiazanie - Spos6b 3

Korzystam z wniosku o réwnosci sity naciagu liny na calej jej dlugosci z paragrafu ,,Rozwigzanie -
Sposéb 1. Zaktadam, ze do osi bloczka C' doczepiono odwaznik o masie M. Wybierajac oS X jako
zgodna z wektorem przyspieszenia ziemskiego (§ = g¢é,) oraz jej poczatek (na przyktad) tak jak na
rysunku,

Mjg v x

uzyskuje nastgpujace réwnania ruchu dla odwaznikéw wzdtuz tej osi:

CLAMA = gMA - T
CLBMB = gMB — 2T
acMe = gMce+2T —T
Wiaz na dtugos¢ liny, ktéra jest nierozciagliwa, x4 — x¢ + 2z = const., prowadzi do zwiazku migdzy
przyS$pieszeniami:
ap — ac + 2CLB =0
Rozwiazujac powyzszy uktad 4 rownan, otrzymujemy:
T = QMAMBMc/(4MAMC + MpgMe + MAMB)
ay = g(4MAMC — MpMcs + MAMB)/(4MAMC + MgMc + MAMB)
ap = g(MBMC + MAMB)/(4MAMC + MBMC + MAMB)

Uwzgledniajac warunki zadania, czyli M = 0, uzyskujemy odpowiedz:

T =0
aps = (g
ap = ¢

17



Komentarz

Ponizej oméwione sa zagadnienia, ktérych niezrozumienie bylo najczestsza przyczyna biednego rozwiaza-
nia zadania.

Druga zasada dynamiki definiuje wypadkowa site dziatajaca na obiekt za pomoca zmiany jego pedu:

F=—
dt
A wigc w przypadku obiektow, ktdrych ped nie zmienia si¢ w czasie, otrzymujemy:

—

F=0

Takimi sa w mechanice klasycznej na przyktad obiekty bezmasowe, gdyz maja staty, zerowy ped (m = 0
= p = mv = 0). Stad bierze si¢ np. r6wnos¢ sily naciagu na catej dlugosci niewazkiej liny. W rozwiaza-
niach kolokwialnych pojawiato si¢ wielokrotnie btedne stwierdzenie, ze jest to wynikiem réwniez nieroz-
ciagliwosci liny. Nie jest to prawda. Sita naciagu bedzie taka sama na catej dtugosci dla niewazkiej gumy,
sprezyny itp. ROwnos¢ ta jest spetniona réwniez w nieinercjalnych uktadach, gdyz sity pozorne dziata-
jace na obiekt sa proporcjonalne do jego masy.

Istotne jest, czy na ciato nie dziataja styczne do kierunku jego ruchu sity, ktére nie znikajq przy m = 0.
Np. w przedstawionych dwdéch przypadkach ruchu liny o masie m (bloczek jest niewazki i obraca si¢ bez
oporéw lub lina przesuwa si¢ po nim bez tarcia):

A

A X
T,

T,

y

otrzymujemy takie samo rownanie ruchu wzdtuz osi X,

ma:Tl—Tg

a dla liny niewazkiej (m = 0) w obu przypadkach réwnos¢:
T1 = T2
W drugim przypadku na ling dziata bloczek, ale w kazdym jej punkcie tylko prostopadle do wybrane;j

osi, wzdluz ktérej rozpatrujemy ruch.

Jak widaé, powyzsze rozwazania sa prawdziwe, a wyniki wiarygodne, jesli problem jest dobrze okreslony,
tzn. nie pojawiaja si¢ np. nieskoniczone przyspieszenia.

18 Moment pedu ukladu *

Uktad N punktéw materialnych jest izolowany. Oddzialywania migdzy punktami materialnymi spelniaja
III zasad¢ dynamiki. Udowodnij, ze catkowity moment ped uktadu jest zachowany, jesli dla kazdych
dwdéch punktéw materialnych sita, jaka jeden z nich dziata na drugi, jest réwnolegla do prostej prze-
chodzacej przez te punkty materialne.

18



Rozwiazanie

Réwnanie ruchy

Ale:

gdzie wykorzystalem dowolnos$¢ indeksowania, przemiennoS¢ dodawania 1 11l zasadg dynamiki. Wobec
tego (tym razem trzeba zastosowac trochg inny chwyt):

ol
l

N N ~
EﬁXFz‘jZ
=1

i=1

M=
M=
3
X
+
‘MZ
M=
3
X

3)/2 =

7

.
Il
—
<
Il
—
al
o
Il
i
<
Il
i

ol

_.
<
I
—
.
I
—
<
I
—

I
M=
NE
3

X

|
™=
U

X
=

[(\©)

1

I
M= s
.MZ )
|
S
X
[
S
[\&]

@
Il

—
<
Il

—

Zgodnie z zatozeniami (7; — ) X ﬁij = 01 otrzymujemy

co konczy dowdd.

19 Kometa Halleya *

Oblicz najwigksza 1 najmniejsza wartoS¢ predkosci komety, jesli najmniejsza 1 najwigksza odlegtos¢ od
komety do Storica réwna jest odpowiednio d oraz D. Dane sa masa Storica Mg oraz stata grawitacji G.
Uzyskaj réwniez wyniki liczbowe, jesli przyjmiemy d = 9 - 101 m, D = 5- 102 m, Mg = 2 - 10*° kg
oraz G = 7-107"" Nm?kg 2.

Rozwiazanie

Z zasady zachowania momentu pedu:
vd=VD

Z zasady zachowania energii:
=V? -

SRS

gdzie a = 2G M.
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Po wstawieniu V' = %v z pierwszego réwnania do réwnania drugiego:

P (5P) = a(d D)

Ostatecznie:

)?)

O Ol

vo= \/a(al1 — D7 1)/(1—(
oo = /- D)

Wartosci liczbowe:

55000 m/s
V=~ 1000 m/s

S
l

20 Trojkat grawitacyjny *

Jakie warunki musza by¢ spetnione, aby odlegloSci migdzy trzema swobodnymi punktami materialnymi
byly state, jesli znane sg ich masy oraz wiadomo, ze punkty nie leza na prostej? Oblicz predkos¢ ka-
towa punktéw materialnych w inercjalnym uktadzie, w ktérym Srodek ich masy spoczywa. WyprowadZ
warunki na odlegtosci pomigedzy cialami. Punkty materialne oddziatuja jednie grawitacyjnie. Uktad jest
izolowany.

Rozwiazanie

Wybieram inercjalny uktad odniesienia, w ktérym Srodek masy uktadu spoczywa (istnienie takiego
uktadu wynika z zasady zachowania pedu dla uktadu izolowanego). Dla wygody poczatek uktadu odniesienia
umieszczony jest w Srodku masy, czyli

m1F1 + mQFQ + m3F3 =0

Z warunkow geometrycznych wynika, ze ciata poruszaja si¢ ze wsp6lna predkoscia katowa w po okrggach
o Srodkach w Srodku masy. Np. z zasady zachowania momentu pedu wynika, ze predkos¢ katowa jest
stala.

Z warunku na site dosrodkowa dla ciata o indeksie 1
G > /.3 > 73 2=
my(meTia /17y + maTis/Ti3) = —Mawr
po skorzystaniu z réwnania na Srodek masy, otrzymuj¢
> -3, ,.-3 2 -3 _ -3 >
mata (=11 +113) = (W /G — maryy’ — g’ (ma + ma))r
a poniewaz wektory wodzace nie sa rownoleglte, wigc wspoétczynniki przy nich musza by¢ réwne zeru.

Stad wniosek, ze 1o = r13 = a. Dzigki symetrii zagadnienia wzglgdem zamiany indekséw spetniony jest
rowniez zwiazek ry; = ro3 = a. A wigc tréjkat musi by¢ rownoboczny i wirowac z predkoscia katowa

w= \/G(ml + mg + mg3)/ad
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21 AKkcelerator, magnes i ekran

Poczatkowo spoczywajaca czastke o dodatnim tadunku () i masie m przyS$pieszono za pomoca akceler-
atora o dlugosci L. W akceleratorze wytwarzane jest jednorodne pole elektryczne E. Tuz za akcelera-
torem czastka wleciata w obszar jednorodnego pola magnetycznego B. W jakiej odlegtosci D od kornica
akceleratora czastka uderzy w ekran? Kat migdzy osig akceleratora a ptaszczyzna ekranu wynosi a. W
wybranym uktadzie wspétrzednych wektory pdl sa wyrazone nastgpujaco: E=F (cos aé, + sinaeé,) i
B = Bé,, rtéwnanie ekranu ma postaé¢ y = 0, a czastka opuszczajac akcelerator przelatuje przez poczatek
uktadu wspétrzednych.

Rozwiazanie

Uktad eksperymentalny (rozwigzujacy powinien sporzadzi¢ go na podstawie opisu):

B©

W akceleratorze czastka porusza si¢ z przySpieszeniem: a = QE/m. Na dtugosci L uzyska predkosé
v = 4/2QEL/m. W polu B begdzie poruszaé si¢ po tuku o promieniu R wynikajacym z réwnosci: sita
Lorentza = sita dosrodkowa, mv?/R = QuB. A wigc R = mv/(QB).

Czastka od wylotu z akceleratora do uderzenia w ekran bedzie si¢ poruszac po tuku o mierze katowej 2av.

Stad D = 2Rsina = 2sina /2ELm/Q/B

22 Pola réwnolegle *

Czastka o tadunku () i masie m, majac poczatkowa predkoS¢ vy = vo,€, + voy€,, Wlatuje w obszar
rownolegtych, jednorodnych pdl: elektrycznego E = Eé, 1 magnetycznego B = Be,. Wynikajace
z drugiej zasady dynamiki Newtona réwnania na wspétrzedne potozenia czastki z i z rozwiazaé po
sprowadzeniu do jednego rownania na zmienna zespolona f = & + i2. Podaé réwnanie ruchu czastki
zaktadajac, ze w chwili poczatkowej przelatywata przez poczatek uktadu wspétrzednych. Jaki warunek
musi byC spetniony, aby czastka dotarta do ekranu, ktérego rownanie ma posta¢ = L? Jaki obraz ut-
worza na ekranie czastki o réznych wartoSciach vy, jesli zatozy¢, ze odlegtos¢ L jest mata w poréwnaniu
z promieniem toru w ptaszczyznie X Z, tzn. L < |vo,m/(QB)|?

Wskazowka: Obraz mozna znalezé jako zaleznos$¢ y(z) po zastosowaniu nastgpujacych przyblizen dla
z(t)iz(t): jeslisina < 1,to sina &~ a oraz cosa ~ 1 — a?/2.
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Rozwiazanie

Réwnanie ruchu, m7 = Q(E + 7 x B), rozpisane na wspéirzedne:

T=-—A\
j=r
Z =z,

gdzie A = QB/m oraz k = QF /m. Zaktadam, ze t, = 0. Rozwiazanie drugiego réwnania:
y(t) = Kt?/2 + vg,t.

Pierwsze i trzecie rOwnanie sprowadza si¢ do:

f=if,

ktérego rozwiazaniem uwzgledniajacym warunki poczatkowe jest:

f = vog exp(iAt),

co odpowiada: & = vy, cos(At) oraz Z = v, sin(At). Catkujac otrzymujemy:

x(t) = (vog/A) sin(At)

2(t) = (vor/A) (1 — cos(At)).

Warunek dotarcia do ekranu: z(t) > L, czyli vo, /A > L.

Czastka dotrze do ekranu po czasie t1: L\ /vg, = sin(\t;) & Aty (zgodnie z warunkiem L < |vo,m/(QB)]).
tl = L/on

2(t1) & vt /2 = AL*/(2v0,)

y(t1) = Kt1/2 4+ vty = KL*/(203,) + voy L/ vos-

Eliminujac vy, otrzymujemy:

y(2) = 2z[zk/(AL) + vo,}/ (AL),

czyli réwnanie paraboli. Potozenie jej ekstremum jest zalezne od vy,.

23 Pola prostopadte *

Czastka o tadunku () i masie m znajduje si¢ w obszarze prostopadtych, jednorodnych pél: elektrycznego
E = Eé, i magnetycznego B = Be,. Wynikajace z drugiej zasady dynamiki Newtona rownania na
wspotrzedne potozenia czastki = 1 z rozwigzaé¢ po sprowadzeniu do jednego réwnania na zmienng ze-
spolona f = @ + ¢2. Poda¢ réwnanie ruchu czastki zaktadajac, ze w chwili poczatkowej wyruszata ona
z poczatku uktadu wspétrzednych z predkoscia poczatkowa vy = Vo€, + oy €,. Jakie warunki musza
by¢ spelnione, aby torem czastki byta zwykta cykloida? Jakie warunki musza by¢ spetnione, aby czastka
poruszata si¢ ruchem jednostajnym prostoliniowym? Jaka begdzie wtedy jej predkosSc?

Rozwiazanie

Réwnanie ruchu, m7” = Q(E + 7 x B), rozpisane na wspéirzedne:

T=—-\z

y=0

Z= At + K,

gdzie A\ = QB/m oraz k = QE/m. Zaktadam, ze t, = 0. Rozwiazanie drugiego réwnania:
y(t) = voyt.

Pierwsze i trzecie rownanie sprowadza si¢ do:

f =i\ +ir,

ktoérego rozwiazaniem uwzgledniajacym warunki poczatkowe jest:

f = (voz + /) exp(iAt) — K/,

co odpowiada: & = (vo, + Kk/A) cos(At) — k/A oraz Z = (vo, + k/A) sin(At). Catkujac otrzymujemy:
x(t) = [(vor + K/A)/A] sin(At) — K/,

2(t) = [(vor + £/A) /A (1 — cos(At)).
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Przyktad zwyktej cykloidy: © = Rlsin(wt) — wt], z = R[1 — cos(wt)|. A wigc zadamy:

k/N[(vor + K/N)/A] = A, po uproszczeniu: vy, = 0.

Tor jest zwykla cykloida, gdy vg, = 0 oraz vy, = 0.

Czastka bedzie poruszata si¢ ruchem jednostajnym prostoliniowym, gdy v, = —k/A (pomijam przy-
padki zerowych pdl, fadunku itp.). Jej predkos¢ w takim wypadku to 7 = —(k/\)é, + vo, €y

Fizyka relatywistyczna

W ponizszych problemach nalezy uwzgledniaé efekty relatywistyczne.

24 Zderzenie dwoch jader

Dwa jadra atomowe zblizaja si¢ do siebie. Kazde ma mas¢ m i porusza si¢ z predkoscia v (kierunki
predkosci sa rownolegte). Po zderzeniu obserwujemy dwa jadra o masach M; = %m 1M, = im, ktore
kontynuuja ruch pierwotnych jader (tzn. maja t¢ sama predkosS¢ i kierunek co pierwotne jadra), oraz
uktad czastek powstatych w zderzeniu, X. Obliczy¢ mas¢ niezmiennicza uktadu X, Mx. Poda¢ réwniez
wyrazenie na Mx w szczegdlnych przypadkach: a) My = M, oraz b) M; = My = %m.

Uwaga: Zastanowic sie, jaki jest kierunek wektora pedu uktadu X. Pomingc efekty zwiqzane 7 budowq
jadra.

Przed zderzeniem Po zderzeniu
v ( :: ) v
(4% (v (:: )

Ze wzgledu na zasad¢ zachowania pedu ped uktadu X jest rownolegty do wektora predkosci ¢ — jest to
problem jednowymiarowy. Jednostki: ¢ = 1. Oznaczenia: v = (1 — v?)~1/2,

Rozwiazanie

Sposob 1 ,,bezposredni”: Dodaje energie i pedy zderzajacych sig fragmentow jader

Energia: Ex = y(m — M) + v(m — M,).

Ped: Px = vy(m — M) — vy(m — Ms).

Sposob II ,,posredni”: Odejmuje energie i pedy pozostalych fragmentow jader od catkowitej energii i
pedu

Energia przed zderzeniem: E,,..q = e + e, gdzie e = ym.

Energia po zderzeniu: E,, = Fy + Ey + Ex, gdzie &y = yM, oraz Ey = yMs.

Ped przed zderzeniem: py,..q = p1 + p2, gdzie p; = vym oraz py = —vym.

Ped po zderzeniu: p,, = Py + P, + Px, gdzie P, = vyM, oraz P, = —vyMs.

Z zasady zachowania energii, E,,.cq = E,,, otizymuje Ex = 2e — By — Ey = v(2m — My — Ms,).
Z zasady zachowania pedu, Py, .eq = Ppo, Otrzymuje Px = py + po — P — Py = vy(—M; + Ms).
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Odpowied?

Masa niezmiennicza uktadu X wynosi

My = (E% — P2)Y2 = ~y[(2m — My — My)? — v} (M, — M,)?Y/2.

Jesli My = 2mi My = Lm, to otrzymuje My = ym[1 — v?/4]'/2,
a) Dla My = M, otrzymuje My = v2(m — My).

b) Dla M7 = My = %m otrzymuj¢ Mx = ym.

25 Awaria rakiety i wyprawa ratunkowa

Z Ziemi wyrusza rakieta lecaca z predkoscia ¢/2. Po 10 dniach rakieta ulega awarii (10 dni wg poktad-
owego zegara). Zaloga wysylta sygnal Swietlny z pro$ba o pomoc. Po otrzymaniu wiadomosci centrum
lotéw na Ziemi natychmiast wysyta rakietg ratunkowa. Z jaka szybkoscia v powinna si¢ ona poruszac
wzgledem Ziemi, aby uratowaé zatoge pierwszej z rakiet, w ktdrej astronauci moga utrzymac si¢ przy
zyciu przez 30 dni od awarii?

Rozwiazanie

Konwencja: WielkosSCopier/wydarzenie w Uktad

Z - Ziemia

R - pierwsza rakieta

A - awaria R

I - dotarcie informacji

C - czekanie na pomoc

P - druga rakieta (,,Pomoc”)

S - spotkanie R i P

Dane: vryz = ¢/2; tawr = 10 dni; Atcyr = 30 dni

Szukamy vp,, 7.

TSwz
Atpyz

Vpwz =

Przejscie z uktadu R do Z: 25,7 = Yruwz(Tswr + VrRwztswr). Ale Tswr = Trwr = 0, Wiec: Tgyz =
YRwZVRwzZlSwR-

Wiemy, ze tswr = tawr + Atcwr. ObliczyliSmy wige g, 2.
Obliczmy Atp,z, czyli czas lotu P.

Tpwz = VRwz(TAwr + VRwzt AwR)

Ale x 4wr = Trwr = 0. Tak WigC T Awz = YRwzZVRwZEAwR-

Mozna juz obliczy¢ czas Aty potrzebny na dotarcie wezwania z miejsca A do Z w uktadzie Z: Atj,, =
T Awz/C.
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Okres oczekiwania w uktadzie Z: AthZ = ’waz(AthR + UszAZL’CwR/C2). Ale AZL’CwR = AwaR =
0.

Ostatecznie:
Atpyz = Atcwz — Atrwz = YrRwz(Atcwr — VRwztAwr/C)

Tswz  VRwz(tawr + Alcwr)

Vpwz = =
Atpyz  Atcwr — VRwztawr/C

Podstawiajac warto$ci otrzymujemy odpowiedz:
10+ 30 4

w e 27:7
vrez = /23507 = 5

26 Fotografia preta *

Réwnolegly do osi Y pret porusza si¢ wzdluz osi X z predkoscia v. Fotografujemy pret aparatem zna-
jdujacym si¢ w punkcie x = y = 0, z = a. Na zdjeciu Srodek preta znajduje sig w poczatku uktadu
wspotrzednych. Jaki jest ksztatt preta na fotografii?

Rozwiazanie

Zakladamy, ze na zdjeciu widzimy obraz utworzony przez promienie Swietlne, ktére dotarty do kliszy w
chwili tf.

Dla kazdego punktu preta 7°p(t), ktéry w chwili ¢ wystat promien Swiatta musi by¢ spetniony warunek:

tx = |p(t) — Tk|/c+ 1,

gdzie 7x = [0, 0, a] jest wektorem potozenia kliszy (zaniedbujemy jej rozmiary).
Opis preta: 7p(t) = [vt,y, 0] z warunkiem y € [—D, D] dla skoriczonego preta o dtugosci 2D.

Na zdjeciu Srodek preta przekracza punkt x = 0, y = 0. Zaktadamy, ze promien Swietlny ze §rodka preta
byt wystany w chwili ¢ = 0. Z tego wyznaczamy t: tx = a/c

Réwnanie przybiera postac:

a—ct= \/(vt)2+y2+a2
Poniewaz interesuje nas tylko obraz, eliminujemy czas wykorzystujac réwnanie ruchu preta: ¢ = x/v.

a—x/B=+\x?+y*+a?

gdzie B = wv/ec. Jest to juz réwnanie opisujace obraz uzyskany na kliszy. Staramy si¢ je uproscic i
sprawdzic, czy nie jest to jaka$ znana nam krzywa. Podnosimy do kwadratu i mnozymy przez (3%

2 — 2axB = B (z* +y?)

v = 2zafy? — (Byy)* =0,
gdzie v = 1/4/1 — 32. Zbieramy wyrazy z x w kwadrat i dzielimy przez (a37?)*:
(@ —apy’)® y*
(aBy?)?  (ay)*

Jest to réwnanie hiperboli o asymptotach: y = +(xz/8v — av).
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